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摘要

    估价函数在状态空间庞大，状态转移费时的一类逐步求精问题

求解中有重要的应用。本文从 3个方面，浅谈了估价函数在信息学竞

赛中的应用，讲解了估价函数的选取、评估、应用，解决原本难以

下手的问题。

关键字

估价函数 逐步求精 搜索 动态规划 较优性 平衡性
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前言

     估价函数是将状态在未来求解中的优劣映射到一个具体数值的

一种评估。举一个简单的例子，在一个国际象棋博弈中，一个刚学

会下棋的小孩总会被告知：1个兵 1分，一个象或马 3分，一个车 5

分，皇后 9分，有了这么一个标准，自然而然会得到一个最简单的估

价，以下一步能吃掉对方的子的分值作为下一步的估价函数，如果

将这个估价函数应用到程序中，那原本只会暴力搜索的程序就具备

了初级棋手的实力了。

     信息学竞赛中题目往往变化多端，在无法找到最优方法解决问

题的时候，通过合理运用估价函数，时常能达到出人意料的效果，

事半功倍。
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1  估价函数在搜索中的应用

1.1 在一类最优性问题中的应用
    在信息学竞赛中，我们往往会碰到一类最优性问题的求解，而问题本身很

难找到一个有效的多项式解法，于是只能采取搜索策略。但这类问题往往状态

空间庞大，直接暴力搜索肯定效率低下。如果我们运用估价函数，就能及时对

搜索进行剪枝，从而大大提高程序的效率。

1.1.1 Mines For Diamonds1

1.1.1.1  问题描述

      给定一个 n*m钻石矿区，你需要挖一些地道将所有的钻石挖出来：

一条地道是一条从边境出发的折线，途中覆盖的钻石都算采到，两条折线不能

相交，但可以相邻，求最小的地道总长度

保证 n，m 11≤ ，钻石个数≤10

1.1.1.2  分析

    首先，因为这个题范围比较小，也没有别的什么多项式方法，所以就考虑

搜索。直接写暴力自然是 TLE的，所以需要剪枝。来看一个数据:

来看看这个暴力的效果：

深度 1 2 3 4 5 6

生成节点数 9 41 145 515 1776 6120

1 UVa Online Judge 10605 Mines For Diamonds
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深度 7 8 9 10 11 12

生成节点数 20511 67935 220273 702437 2191682 6705638

深度 13 14 15 16 17

生成节点数 20066463  58721500  16777397
7

46753622
0

12004303
7

  

    可见到深度较深的时候，扩展的节点数疯狂上涨，所以如果我们能在前期

就剪去一部分节点，那将大大提高程序的效率。自然而然的，就想到了通过估

价函数进行剪枝：如果 g+h≥ans，那就没有必要继续搜索下去，这里 g表示

到达目前状态的花费，而 h就是对当前局面转变成目标状态的一个乐观估计，

也就是需要保证h≤h*，h*是真实的需要的步数。

    于是，如何设计估价函数 h成了主要问题，重新审题发现，这里钻石的个

数不是很多，而本问题的一个主要限制在于两条地道不能相交，如果我们忽略

的这个条件，那原问题就转化为了：给定一个点集，需要你将他们划分成一些

子集，每个子集的点通过一条链相连，要求总和最小。而这个问题是可以通过

一个二次 dp完成的，令 opt[s]表示点集 s的最优解，则有：

opt[s]=min{opt[st]+w[t]，t⊂s}

    这里 w[t]表示将点集 t用一条链连起来的最小费用：

w[t]=min{w[tk]+dist[tk][k]，k∈t}

    如果将 opt[s]作为估价函数，首先他满足 h≤h*，并且在大多数时候，

这也是非常接近最有解的：

    对于这个数据，现在这个加了估价函数的程序，跑出的结果就是：

深度 1 2 3 4 5 6

生成节点数 0 0 0 0 0 0

深度 7 8 9 10 11 12
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生成节点数 0 0 0 0 0 0

深度 13 14 15 16 17

生成节点数 0 0 2112 43342 16733

优化效果不言而喻，在 UVa上也能以 0.1s以内 AC。
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1.1.2  11163  Jaguar King2

1.1.2.1  问题描述

    有 n只豹子要排队 ，位置为 1..n(n%4=0)，，其中编号为 1的为豹王，

只有豹王可以和别的豹子交换位置，豹王跳跃有限制，设当前豹王位置为 i:

如果 (i%4=1) 那么他可以跳到(i+1)，(i+3)，(i4)，(i+4)

如果 (i%4=2) 那么他可以跳到(i+1)，(i1)，(i4)，(i+4)

如果 (i%4=3) 那么他可以跳到(i+1)，(i1)，(i4)，(i+4)

如果 (i%4=0) 那么他可以跳到(i3)，(i1)，(i4)，(i+4)

求豹王最少要跳几次才能排完序，n 40≤

1.1.2.2  分析

    这个问题很眼熟，是一个排序，又只有一个位置能移动，很像 8数码问题

这个经典模型，但是 8数码里空格是可以随意移动的，而这里王的移动却有了

限制。其实，如果我们将豹子按照 X*4的格式排队，就会有新的发现：

            

 

        

    就以第二行为例，5可以跳跃到的是(5+1)，(5+3)，(54)，(5+4)，

刚好就是 5的相邻 4格:（6，8，1，9），同样 6能跳到的就是

(5，7，2，10)，7能跳到的就是(6，8，3，11)，8能跳到的就是

(7，5，4，12)。其实每个点能跳到的就是相邻的 4个点，所以其实也就是和

8数码差不多。

    于是，和 8数码一样，我们就得到了一个估价函数 E(s):

E(s)=∑dist[i][pos[i]]，i>1

dist[i][j]表示点 i和点 j在 X*4的局面下的曼哈顿距离。

2 UVa Online Judge 11163  Jaguar King

8

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16
......



写成代码就是：

    这样在迭代深搜的过程中加入这个估价，就能很快通过 UVa上的数据。

1.1.2.3  一些拓展

    这个问题有一个拓展，这里王的限制是有规则的，如果题目拓展成，给定

一个点集 V，对于每个点 Vi，分别有一个可达点集(Vi1，Vi2，...，Vik)，花

费分别是(Wi1，Wi2，...，Wik)，求将点集排序的最小代价。这里不再存在曼

哈顿关系的估价了，不过我们可以找到一个更一般的方法，通过松弛

(relaxation)进行估价。对于点 Vi的可达点集，我们建立边

(Ei1，Ei2，...，Eik)，权值是(Wi1，Wi2，...，Wik)，那么估价

E(s)=  ∑ ssp[i][pos[i]]，i>1

    这里 ssp[i][j]表示在图 G=(V，E)中的 i，j的最短路。

1.1.3   小结
    对于在搜索中求最优解的一类问题，盲目搜索往往会遍历所有情况，复杂

度自然是难以想象，及时对局面进行评估成为了提高程序效率的重要因素。一

个完美的估价最好就等于真实的花费，不过实际很难找到这样的“神谕”，所

以我们往往采取忽略题目中的某一个要求的方法，将题目转化成一个较容易的

问题，从而求出原问题的一个解的上限，而对于新问题的求解往往能用贪心，

动态规划等高效的方法，从而达到大量减少无用状态搜索的作用。
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x=abs((i1)/4(j1)/4);
y=abs((i1)%4(j1)%4);
if (y==3) y=1;
dist[i][j]=x+y;



1.2  在一类可行性问题中的应用

    有一类搜索问题，题目并不需要求一个最优解，仅需要求一个可行解，这

类问题的状态空间往往更加庞大，盲目搜索自然效率低下，而且一般的最优性

剪枝直接套用可能导致效率大大降低，得不偿失。解决这类问题的一个有效的

方法就是通过估价函数。下文从一个经典的例子讲解了估价函数在解决这一类

问题中发挥的作用。

1.2.1  Sokoban3

1.2.1.1  问题描述

    给定一个 n*m的推箱子的局面，求一个不超过 10000步的解，题目保证

有解，且 n，m 8≤ 。

    为了方便接下来叙述，这里按题目的约定：
    #   表示墙
      。 表示一个目标点
    @   初始人的位置
    +   初始人的位置且这个位置是一个目标点
    $   箱子的位置
    * 箱子的位置且这个位置是一个目标点

1.2.1.2  分析

    这是 Ural上的一个经典难题，提交次数 2000多次，AC人数目前只有 6

个，通过率不到 1% !

    首先，先分析一下这个题的数据范围，题目保证 n，m 8≤ ，去掉外边的一

3 Timus Online Judge 1589
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圈墙，所以实际面积最多只有 6*6，也就是说箱子的个数最多也就 35。

    接着是确定搜索的方法，因为是多个箱子，所以为了方便写，只好一步推

一个箱子，直到所有的箱子都归位。但是这样很容易出现的一个局面就是死锁。

比如一个箱子推到了墙角，4个箱子相互靠在了一起，一个箱子贴在了没有目

标点的一边墙上等等。

    当然死锁远远不止这些，有些人一眼就能看出来，但电脑却不一定了，而

且频繁地判断死锁会降低程序的效率。既然正想比较麻烦，不如反向思考，将

推箱子变成拉箱子，这样就不会出现上诉的种种死锁了，一步就解决的问题。

于是通过将推箱子变成拉箱子，第一个程序就出来了，同时，为了加速，我用

上了 hash，我用他跑了一下几组数据，基本没出解，不过样例过了。而且关

键部分还没出来呢。

    这里我们定义一个局面 S(P，Q，pos)，P为箱子的集合，Q为目标点的

集合，pos为当前人的位置。因为是写迭代加深，所以自然而然的想到了估价。

通过迭代加深，我们枚举答案上限 MAX，设到当前局面的代价是 g，如果 g

+h>MAX，便可以剪枝，从而大大提高效率。

    对于估价函数，一个较显然的结论是，点(x1，y1)到点(x2，y2)的花费

至少是他们的曼哈顿距离|x1x2|+|y1y2|，那么我们设计估价 h(s)为：

h(s)= min{|∑ XiXj|+|YiYj|，j∈Q}，i∈P

    这样的估价效果如何呢？这里我选了33组数据进行测试
4:

test 生成节点 test 生成节点

0* 3 3 3 597 5360 23115... 17 3 44 5935 5703

1 4 4 4 185 34  18 3 176 421 164

2 3 43 69 19 8 233 56 

4 打*表示最终没有跑出解来
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3* 3 3 3 597 5360 23115 
20718...

20 1 68 579 810 741 

4 4 4 168 52 21* 7 12 10828 78396...

5* 4 4 1003 10039 32094 51369 
...

22 5 98 2628 1557

6 5 33 993 23 9 100 1306 96

7 6 39 2712 11309 2728 24 3 16 805 587 

8 4 7 454 894 1038 1385 1487 
402

25* 6 62 1006 2184 1970 1756 ...

9 1 42 83 26* 2 2 27300 179942 ...

10* 4 4 2275 40402 120366... 27* 4 4 1621 10704 20644 29435...

11 3 3 20 28 5 71 1955 3394 5852 3827

12 5 92 120 29 5 5 2071 10659

13 6 147 30* 4 4 354 12355 44301 
105225 ...

14 3 3 214 945 615  31 1 1 676

15 3 59 65 53 32* 1 1 ...

16* 5 5 313 9927 64003 
49533 ...

    这里是以 10为单位步长进行迭代深搜的，这里生成的节点表示的是推箱

子的节点数，不是最终的答案的步数(答案的步数绝大多数为人移动的路径)。

    由表可见，由于顶层节点控制地不是很好，导致了后期节点疯狂上涨，所

以有必要优化这个估价。

    这里是点对点的关系，如果直接使用 min，的确会造成比较离谱的估价，

既然如此，就不妨试试 KM，虽然 KM复杂度是 O(n3)的，但这里首先 n比较小，

最多 35，其次这里如果能在早期剪掉比较多的点，对后期会有很大的帮助，

或许还是很有效的，结果如下:
test 0* 1 2 3* 4 5 6 7 8 9 10*

节点 5383
8

34 69 5383
8

35 2042
1

514 4788 598 78 2260
89

test 11 12 13 14 15 16* 17 18 19 20 21

节点 20 135 132 4511 59 6734
1

1550
2

67 223 1023 5556

test 22 23 24 25 26* 27 28 29 30* 31 32

节点 1305 94 755 2828 7016
0

8054 4463 7437
8

16311
7

542 2385
9

    的确又有了一些新的点跑出来，但是 O(N3)的 KM如果每次都做一次的话，
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这个估价的代价就太大了，仔细观察就能发现我们能对这个 KM进行优化。对

于一个已经做好的最优匹配 M，由于一次推箱子只改变了一个箱子的位置，所

以没有必要重新做一边 KM，新匹配 M'于原匹配 M相比最多只有 2对匹配发生

变化，所以只要枚举另一对匹配就可以了，这样我们就把除了初始那一次以外

的 KM都优化到了 O(N)。

    这样看，估价函数方面的优化似乎已经是山穷水尽了，其实不然，这里我

们只是用估价函数进行了最优性剪枝，但估价函数本身是对一个局面的估价，

通过估价函数，我们就可以比较两个局面的优劣，也就是说如果在每一个节点

扩展其子节点之前，先对节点按估价函数排序，越有前途的子节点越先搜索，

加了这个优化，所有的测试点都跑出来了，并且顺利通过了 Ural上的所有数

据。

    3个程序的时间效率对比如上(其中横轴表示数据点数，纵轴表示时间，

以 ms为单位)，程序 A以曼哈顿距离取最小值为估价，程序 B以曼哈顿距离配

合 KM作为估价，程序 C是在程序 B基础上带节点排序。

    这里有一个问题，这个估价函数 h(s)并不是单调的，也就是说我不能保
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证每次找到一个点的时候就一定是最优（最短）路径，而又因为是迭代深搜，

限制了深度，所以当我们第一次在较深的深度访问到了这个点，并将它 hash

了，下次如果在较浅处再次访问，就会因为 hash的原因不再继续搜索它的子

树，从而丢掉解。其实，这是没有问题的，因为在这个问题里，我们求的是一

个可行解，所以加入我们在当前层因为估价的问题丢掉了解，那么在后几层中

会重新找到解，但更重要的是，通过这个估价，可以大大提高程序的效率，而

这是利用了题目只要求可行解的这个特殊条件。

1.2.2  小结
    对于一般的可行性问题的求解，状态空间比较大，所以设计的估价函数必

须要比较好的体现出状态之间的差别，这种差别不仅能及时知道当前状态是否

有存在的价值，同时也能比较两个状态的优劣，从而较快地找到解。在设计估

价函数的时候，有时会遇到估价函数非单调的情况，其实在这类可行性问题中

大可不必计较，因为这并不会导致解找不到，而且通过此还能换来程序效率的

提升，何乐而不为呢？

14



2  估价函数在优化一类动规方面的应用

    动态规划往往以简洁高效著称，最大限度地减少重复劳动。但是如果碰到

一类状态数目过多的题目，直接的动态规划就会力不从心，这时我们就可以从

估价函数方面下手，优化算法，大大提高动规的效率。

2.1  USACO DEC08 GOLD  Largest Fence

2.1.1  问题描述

    Farmer John 有 n(5≤n 250)≤ 个栅栏点，他

需要围成一个栅栏圈，这个圈是一个凸包并且凸包上

的点最多。

2.1.2  分析

    首先，这个问题的一个 O(N4)的解法是比较简单的，首先就是枚举最终答

案中凸包的最左端点，把所有在他右侧的点按极角排序，然后就是用状态

opt[i][j]表示目前围成的“凸包”的末两个点是 i，j，转移就是:

opt[i][j]=max{opt[j][k]+1}，

Point(i)在 Line(k，j)的左侧

    这个复杂度USACO官方题解说是能得到11/20的分数，其实写得好一

点跑到13，14组是没问题的。但是对于大数据来说仍然是太慢了。

    这个题存在O(N3)的解法，但是和这个短小的暴力N4相比还是过于复杂，

有没有既短小，又高效的解法呢？

答案就是运用估价函数。

优化一：

    观察上面的方程，状态有N3个，转移是O(N)的，所以导致了复杂度变成

O(N4)。如果我们能够设计出一个估价函数h(s)，能及时判断当前状态是否

能导出更优的解，从而减少状态，那么效率就会大大提高。

观察一个凸包后，我们可以发现凸包的一点到其他每

一个点的距离是成峰形的：

    也就是说，或许可以用这个性质指定估价函数，

这是一个简单的非升非降的最长序列的模型，可以用
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DP简单解决，用up[i]表示从点i开始的最长单峰序列，down[i]表示从

点i开始的最长下降序列，则：

down[i]=max{down[j]+1}，j>i，dist[j]<dist[i]

up[i]=max{max{up[j]+1}，down[i]}，

j>i，dist[j]>dist[i]

h[i][j]=up[j]

    于是，如果对于状态opt[i][j]+h[i][j]≤ANS，那么说明没有必

要再对这个状态进行扩展，因为一定不会导出最优解。

    通过这一步优化，对于极限的N=250的数据，运行时间从原来的10+s

直接讲到的2.x s，优化效果明显，但是这个题的时限是1.2s，所以仍然

不能通过所有数据。

优化二：

    其实说到这，应该能联想到在Sokoban一题中，估价函数还起到了一个

比较两个状态优劣的作用，而在这里，估价函数同样也能这么做。在同一层的

转移我们可以优先处理估价高的子状态，这么做的好处就是能加速我们最优解

找到的速度。当前解越优，就越加大了剪枝的力度，从而提高了程序的效率。

通过这一步优化，程序对于极限数据也能小于1s出解，当然也就能很快通过

USACO的所有数据了。

2.2  小结
    动态规划往往以高效著称，但是状态数巨大，状态转移频繁的状况，直接

用动态规划一般很难达到目的，对于这一类题目，如果应用估价函数，特别是

对于记忆化搜索一类的题目，就能大大减少状态数，通过状态估价的比较，舍

去估价较低的状态或者优先处理估价高的子状态，就能大大提高效率。
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3  估价函数在一类较优解求解问题中的应用

    竞赛中往往会碰到一类求较优解的题目。这类题目并不需要你得到最优答

案，但却需要你的答案尽量优。这类问题较前面的问题往往更加灵活，也更考

察选手的判断决策能力。这类问题一般自身是 NPC或很难在短时间找到有效的

多项式解法的问题，解决的方法很多，而通过估价函数，我们往往能得到一个

简洁高效的算法，在实际应用中性价比很高。

3.1  TSP 问题

3.1.1  问题描述

    本问题就是旅行商问题，给定平面上 n个点，求一条回路，每个点有且仅

有被遍历一次，求最短的回路。这是一个经典的 NPC问题，至今尚未发现有多

项式解法，对于一般图求一组最优解是非常困难的，在实际应用中往往只需要

一个较优解就可以。

3.1.2  分析

    这是一个经典的模型，对于较优解，各种方法层出不穷，包括随机调整、

贪心、局部动规等等。这里我要讲的就是利用搜索配合估价函数来求得不错的

较优解。

    对于一个局面 s，一个可行的估价首先要满足 h(s)≤h*(s)，同样是放

宽限制，我们发现，题目中要求的是一条汉密尔顿回路，每个点的度严格等于

2，如果我们忽略了这个条件，那么这就变成了一个最小生成树(MST)问题了！

具体的说，设总点集为 P，假设我们已经得到了一部分路径

Q={p1，p2，p3，...，pk}，那么我们以点集 PQ+{p1，pk}，求一个最小生

成树，这就是剩下路径花费的一个下限。
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    下面我选取了 50..100的几组数据，对比了应用 MST估价、随机调整两

种方法和最优解的差距：

    由图中可以看出，通过 MST估价的程序得到的解于随机调整相比已有大大

提高，而且随机调整比较容易陷入局部最优的情况，尽管可以通过类似遗传算

法的方法进行偶尔的变异，但是效果仍然不是很好，可见估价函数的优势。

3.2  小结
    对于求较优解一类的问题，往往题目本身是NPC，或者很难在竞赛的时间

内想到多项式解法，这个时候就需要选手们能随机应变。如果一个问题状态比

较明显，便可以考虑将问题转化成一个比较容易求解的问题，作为我要解决问

题的答案上限或下限。这里估价函数可以设计比较灵活，在时间和解的质量方

面寻求平衡。
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