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用单调性优化动态规划

                              

【摘要】

单调性作为一类重要的性质，在信息学竞赛中是一种极为常见的解题突破口，

也在动态规划的优化过程中起着至关重要的作用。本文主要选取了几道国内竞赛

试题，探讨单调性在动态规划优化中神奇的应用。
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一． 什么是单调（双端）队列

单调队列，顾名思义，就是一个元素单调的队列，那么就能保证队首的元

素是最小（最大）的，从而满足动态规划的最优性问题的需求。

单调队列，又名双端队列。双端队列，就是说它不同于一般的队列只能在队

首删除、队尾插入，它能够在队首、队尾同时进行删除。

【单调队列的性质】

一般，在动态规划的过程中，单调队列中每个元素一般存储的是两个值：

1. 在原数列中的位置（下标）

2. 他在动态规划中的状态值

而单调队列则保证这两个值同时单调。

【单调队列有什么用】

我们来看这样一个问题：一个含有 n项的数列(n<=2000000)，求出每一项

前面的第m个数到它这个区间内的最小值。

这道题目，我们很容易想到线段树、或者 st算法之类的 RMQ问题的解法。

但庞大的数据范围让这些对数级的算法没有生存的空间。我们先尝试用动态规划

的方法。用 )(if 代表第 i个数对应的答案， ][ia 表示第 i个数，很容易写出状

态转移方程：

])[()(
1

jaMinif
i

mij 


这个方程，直接求解的复杂度是O(nm)的，甚至比线段树还差。这时候，单

调队列就发挥了他的作用：
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我们维护这样一个队列：队列中的每个元素有两个域{position,value}，分别

代表他在原队列中的位置和 ][ia ，我们随时保持这个队列中的元素两个域都单

调递增。

那计算 )(if 的时候，只要在队首不断删除，直到队首的 position大于等于

1 mi ，那此时队首的 value必定是 )(if 的不二人选，因为队列是单调的！

我们看看怎样将 ][ia  插入到队列中供别人决策：首先，要保证 position单

调递增，由于我们动态规划的过程总是由小到大（反之亦然），所以肯定在队

尾插入。又因为要保证队列的 value单调递增，所以将队尾元素不断删除，直到

队尾元素小于 ][ia 。

【时间效率分析】

   很明显的一点，由于每个元素最多出队一次、进队一次，所以时间复杂度是

O(n)。用单调队列完美的解决了这一题。

【为什么要这么做】

我们来分析为什么要这样在队尾插入：为什么前面那些比 ][ia 大的数就这样无

情的被枪毙了？我们来反问自己：他们活着有什么意义？！由于 1 mi 是随

着 i单调递增的，所以对于 ][][, iajaij  ，在计算任意一个状态

ixxf ),( 的时候， j都不会比 i优，所以 j被枪毙是“罪有应得”。

我们再来分析为什么能够在队首不断删除，一句话： 1 mi 是随着 i单调递增

的！

【一些总结】
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对于这样一类动态规划问题，我们可以运用单调队列来解决：

])[()(
1

][
iconstoptxf

x

xboundi





 其中 bound[x]随着 x单调不降，而 const[i]则是可以根

据 i在常数时间内确定的唯一的常数。这类问题，一般用单调队列在很优美的时

间内解决。

【一些简单的例子】
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【例一】生产产品 Product1

•问题描述

有 n个产品，编号为 1~n。要在m个机器人的手中生产完成。其中，第 i个

产品在第 j个机器人手中的生产时间给定为 ],[ jiT 。要把这些产品按照编号从小

到大生产，同一个机器人连续生产的产品个数不能够超过给定的常数 l。求生产

完所有产品的最短时间是多少。其中 n<=105，m<=5，l<=5*104。

•解法分析

这道题目，很容易想到一个动态规划的算法：用 ],[ jif 表示前 i个产品，

其中第 i个产品实在第 j个机器人上完成的，前 i个机器人生产完成所需最短时

间。

]),[],[],[(],[
1

jksumjisumpkfMinjif
i

lik





,其中 p<>j。sum[x,y]表示产品 1

到 x在 y机器上生产所需的时间和。这样的算法时间复杂度是
)**( 2 lmnO
，很

明显不能在时限内完成，需要进行优化。

我们由于 j的取值范围十分小：1<=j<=5。我们可以从这里突破。我们尝试把

每一个 j单独考虑，比如现在只考虑 j=1的情况：那每一个决策 k，他为当前要

计算的状态所提供的值是 ]1,[]1,[]),[( ksumisumpkfMin  ，p<>j。我们将其

进行稍微的变形： ]1,[])1,[],[(]1,[ isumksumpkfMinif  ，可以发现括号

内的式子是根据 k所确定的一个常量，直接对应上文的单调队列的方法，省掉
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了枚举决策的一维，时间复杂度降为
)*( 2mnO
。

1 选自 Vijos 1243

【例二】Cut the sequence2

•问题描述

给定一个有 n个非负整数的数列 a，要求将其划分为若干个部分，使得每部分的

和不超过给定的常数m，并且所有部分的最大值的和最小。其中 n<=105。

例：n=8, m=17，8个数分别为 2 2 2 | 8 1 8 |1 2，答案为 12，分割方案如图所示。

•解法分析

刚开始拿到这道题目，首先要读好题：最大值的和最小。

首先设计出一个动态规划的方法：

]),1[][()(
1

][
ijMaxnumberjfMaxif

i

xbj





，其中 )(if 代表把前 i个数分割开

来的最小代价。 ][ib = )],1[|( mijsumjMin  ， ][ib 可以用二分查找来实现。

直接求解复杂度最坏情况下（M超大）是
)( 2nO
的，优化势在必行。

通过仔细观察，可以发现以下几点性质：

1 在计算状态 f(x)的时候，如果一个决策 k作为该状态的决策，那么

可以发现第 k个元素和第 x个元素是不分在一组的。

2 b[x]随着 x单调不降的，用这一点，可以想到什么？可以想到前面

单调队列的一个限制条件。

3 来看一个最重要的性质：如果一个决策 k能够成为状态 f(x)的最优
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决策，当且仅当 ],1[],[][ xkjjaka  。为什么呢？其实证明非

常非常容易（用到性质 1），交给读者自己考虑。

到此为止，我们可以这样做：由于性质三，每计算一个状态 f(x)，它的有

效决策集肯定是一个元素值单调递减的序列，我们可以像单调队列那样每次在

队

2 选自 Pku3017

首删除元素，直到队首在数列中的位置小于等于 ][xb ，然后将 a[x]插入队尾，

保持队列的元素单调性。

这时候问题来了，队首元素一定是最佳决策点吗？我们只保证了他的元素

值最大……如果扫一遍队列，只是常数上的优化，一个递减序足以将它否决。

我们观察整个操作，将队列不断插入、不断删除。对于除了队尾的元素之

外 ， 每 个 队 列 中 的 元 素 供 当 前 要 计 算 的 状 态 的 “ 值 ” 是

]].1[[)].[( positionxqapositionxqf  ， 其 中 ,q[x] 代 表 第 x 个 队 列 元 素 ，

position这代表他在原来数组中的位置，我们不妨把这个值记为 t。那每一次在队

首、队尾的删除就相当于删除 t，每一次删除完毕之后又要插入一个新的 t，然后

需要求出队列中的 t的最小值。

我们发现，完成上述一系列工作的最佳选择就是平衡树，这样每个元素都

插入、删除、查找各一遍，复杂度为O(logn),最后的时间复杂度是 )log( nnO 。

有一个细节： ][xb 这一个单独的决策点是不能够被省掉的（仍然留给读

者思考），而上述队列的方法有可能将其删除，所以要通过特判来完成。

•小结

我们依然通过发掘单调性完成了这一道题目。和以前不同的是，这次单调
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队列中存的值不同，但依然可以通过平衡树或者其余数据结构完成。单调队列是

一个很灵活的东西，要合理使用。

下面一个章节笔者将引入决策单调性和四边形不等式等内容，浅析单调性

在动态规划优化中的另外一个形式。

【一些复杂的例子】

【例三】玩具装箱 Toy3

•问题描述

有 n个玩具，要将它们分为若干组进行打包，每个玩具有一个长度

len[x]。每一组必须是连续的一组玩具。如果将第 x到第 y个玩具打包到一组，那

么它们的长度




y

xi

ilenxyl ][ ，将这组玩具打包所需的代价等于 2)( Ll 
。问

将所有玩具打包的最小代价是多少。注意到每组玩具个数并没有限制 。

n<=5*104。

•朴素的解法

仍然可以很轻易的写出一个动态规划的方法：
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用 f(x)代表将前 x个玩具打包所需要的最小代价。

]),[][()(
1

0
xiwifMinxf

x

i





，其中 ],[ xiw 代表将 xi 1 的玩具打包所需

的费用。

时间复杂度
)( 2nO
。

•正确的解法

     我们如果将每个状态的决策 k[x]打印出来列成一张表，会发现：对于

][][, jkikji  。这就说明，决策是单调的。

      我们不妨暂且不管这是为什么，我们想通过这一单调性来在对数级或者线性

时间内解决本题。

      由于决策是单调的，我们可以通过二分查找决策的转折点来在O(nlogn)的时

间内解决本题：

3 选自HNOI2008 Toy

      一开始动态规划的边界是 f[0]=0。那么，一开始所有状态的最优决策都是 0

（因为还没有其他状态被计算）。然后，从状态 1开始逐步往后扫描，扫描到当

前状态 i，要保证 f[i]已经决策完毕，可以计算出来。

     现在，由于 f[i]已经被算了出来，我们尝试寻找哪些后面的状态的决策有可

能是 i。注意到决策是单调的，就是说如果一个状态 f[x]，他在 1到 i这么多决策

中的最优决策是 i，那么对于 xyy  , ，f[y]在 1到 i之间的最优决策肯定是 i。

     这样，我们可以通过二分查找，确定决策 i在整个区间中的决策转折点，设

转折点为 x，那么将[x,n]这个区间，全部刷上决策 i，如果直接 O(n)刷色，肯定

是不行的，可以通过线段树来完成。这样的时间复杂度是 O(nlog2n)的，因为二
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分查找转折点的时候还要在线段树中用 logn的时间计算当前的状态值。

     其实最简单、常数小的算法是用一个栈来实现。

•决策为什么是单调的？

     不少读者肯定知道在这样一种状态量为 O(n)，决策量为O(n)，直接求解复杂

度为 O(n2)的动态规划问题中，如果状态 x转移到状态 y的代价为 w[x,y]，只要

满足 ]1,[],1[]1,1[],[  yxwyxwyxwyxw ，那么这个动态规划的问题

的决策就是单调的。这就是四边形不等式的原理。读者可以通过上述式子证明这

个题的决策为什么单调。有关四边形不等式的证明，由于篇幅和笔者能力有限，

所以请读者阅读相关书籍。

【例四】仓库建设 Storage4

•问题描述

     有 n个货物销售点，在一座山上依次向下排。第一个销售点最高，然后山脚

下的是第 n个销售点。马上就要下大雨了，要设置一些储存点来储存货物，并且

为了节省时间、力气，规定只能够向山下运，一单位的货物运送一个单位的距离

要耗费 1元钱。给出每个销售点距第一个销售点的距离 x[i]，以及每个销售点储

存的货物量 p[i]和在这个销售点设置储存点的费用 c[i]，请给出一个合理的方案，

使得运输费用最小。N<=106。
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•解法分析

这道题目，也是非常容易的写出动态规划的转移方程：设 f[i]表示在第 i个

点建设一个仓库，前 i个货物点运送的最小总费用。

][]),[][()(
1

0
icijwjfMinif

i

j






])[][(*][])2[][(*]2[])1[][(*]1[],[ ixixipjxixjpjxixjpijw 

最后一个其实是多余的，但为了工整以及接下来的解题的方便就保留了下来。

通过打表或者观察、计算，可以发现，决策是单调的。可惜我们高兴不起来

因为 n最多有可能到一百万，玩具装箱的算法很明显不行。

但我们发现代价的那个式子十分有规律，我们将其变形：

])[][(*][])2[][(*]2[])1[][(*]1[],[ ixixipjxixjpjxixjpijw 

     ])[*][......]1[*]1[(])[......]1[(*][ ixipjxjpipjpix 

我们不妨设




x

i

ipxsump
1

][][ ,




x

i

ixipxsum
1

][*][][ ,那么

4选自 ZJtsc2007 Storage

])[][(])[][(*][],[ jsumisumjsumpisumpixijw 

     ])[][*][(][][*][ isumisumpixjsumjsumpix 

     现在的式子比较简洁，我们将Dp的式子合起来：

     ][][][*][])[*][][][()(
1

0
icisumisumpixjsumpixjsumjfMinif

i

j





，后面

的东西是根据 i确定的常量，对决策没有影响，可以暂时忽略。

     观察括号里的式子：如果设 a[i]=-x[i]，x(j)=sump[j]，y(j)=f[j]+sum[j]，则

))()(*][()(
1

0
jyjxiaMinif

i

j





。可以发现，x(j)，y(j)都是根据 j确定的唯一常

- 13 -



JSOI2009集训队论文                                                

量。现在的任务就是给定 a，求一组 x,y，使得目标函数最小。

设 )(ifG  ，那么G=ax+y，移项得：y= -ax+G

这就相当于：有一条斜率已经确定的直线，有一堆点，选出一个点使得 G

最小。很明显：这个点在点集的凸包上（相当于直线从负无穷往上平移，第一个

碰到的点，这必然是凸包上的点）。

可以发现，根据 a的定义，直线的斜率是单调递增的，并且点的横坐标也

是单调递增的！读者可以用手比划一下，我们必须维护一个下凸的凸包（因为

要求最小值），那随着 i的增加，状态 i的决策点一定是单调向右移动的，这也

正好证明了决策的单调性！（图中箭头指的点就是 f(i)）



     这样一来，具体的算法步骤就水道渠成了：

1）维护一个栈，代表这凸包里的点。这个栈不仅有栈顶指针，还有一个决策指

针，代表当前的最优决策应该从哪里开始“搜索”。根据决策单调的性质：如

果一个决策没有成为当前状态的最优决策，那么就永远也不可能成为后面状

态的最优决策，所以决策指针单调右移。

2）我们来看对于当前要计算的状态怎样查找最优决策。我们设决策指针为 t，

寻找最优决策的伪代码如下：（设 v[t]=f[t]+w[t,i]）

- 14 -



JSOI2009集训队论文                                                

While v[t]>=v[t+1] Do  t t+1，这段代码充分应用了决策单调的性质。

3）当前状态计算完毕，看怎么插入当前状态所对应的二元组。当前状态的二元

组必然是凸包上的点，我们用 Graham的维护方式，不断弹栈（注意维护下

凸型 Graham的方向），最后再插入。注意如果决策指针也被弹栈了，那么

决策指针应当指向当前状态（决策单调！）。

•时间复杂度分析

主过程里有一重循环，复杂度为O(n)。重要的是while那段。前面说过，决

策指针单调右移，所以 while总共加起来也是 O(n)，又由于每个点最多出栈一

次、进栈一次，所以最后的时间复杂度是O(n)，我们很顺利的解决了这道题。

【利用凸线的单调性优化Dp】

     其实，例四是利用一次函数、坐标的单调性来进行算法的优化，已经利用了

凸包（其实例三也可以）的优美性质在线性时间解决了问题。   但是，例四中通

过代数恒等式变形所得到的线性规划式满足：随着计算状态的逐步推进，直线

的斜率单调变化、同时 x或者 y也单调变化。如果这两者其中一个不满足条件那

该怎么办呢？
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【例五】货币兑换Cash5

•问题描述

小Y要在 n 天里，进行一次股票的交易，股票有A类劵和 B类劵两种。告

诉你每天 A 股票的单价Ai，B 股票的单价 Bi，以及买入股票的时候得到的A 股

票和 B 股票的比率 Ratei。刚开始他手里有 S元钱，他每天可以有三种操作：①

买入操作，即将 S元钱全部用来买股票，将得到一些 A 股票和 B 股票，其中 A

股票数量/B 股票数量=Rate。②卖出操作，即将手中的股票全部卖出，得到当天

应得的钱数。③什么都不干。 求：这 n 天下来最多能赚多少钱？n<=105

•解法分析

    这道题目，其实朴素的解法也十分简单。

    我们用 f(i)代表第 i 天最后最多能得到多少钱，并且第 i 天要做出卖出操作。当

状态 f(i)被计算完之后，我们用 x(i)，y(i)代表将 f(i)这么多钱卖出能得到的 A 劵

和 B 劵的数量，这个可以通过解方程得出。那么很容易得到状态转移方程：

      ]}[*][][*][{)(
1

0
jyibjxiaMaxif

i

j





，最后的答案= )0],[( niifMax 

5选自 NOI2007

这个方程直接求解时间复杂度依然是O(n2)的。

但这个方程是一个求最值的问题：G=ax+by 
b

G

b

a
y  。

这和例四的方程十分相似，可是
b

a
 单调么？x[i]随着 i单调么？答案都是
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否定的，我们要另寻他法。

但是有一点是要肯定的：最优决策点依然在凸包上。但是查找最优决策点、

插入毫无规律。

我们先来看怎样查找最优决策点：

首先，要维护一个上凸的凸包（因为要求最大值），我们观察下面一幅图

（加粗的直线代表当前状态对应的直线，其斜率 k=

b

a
 ）：

我们看到，如果一个点成为了最优决策点的话，

那么设它左边凸包上的点和它的线段的斜率为 k1，

右边的点和它连的线段的斜率为 k2，那么必然有

k2<=k<=k1（我们可以设最左边的点的 k1=  ，最右边的点的 k2设为  ）。

根据这个单调性，查找最优决策就可以用二分查找来在O(logn)的时间内完成。

我们再来看怎样插入一个点。因为要维护凸包，所以先二分查找到在数组中

应该插入的位置，然后对两边进行Graham式凸包维护。这时候问题来了：怎样

删除结点？Move？对，用Move是最折中的方法，对于本题来说，有人试过因

为数据的原因，Move可以搞定。但如果要让时间复杂度严格的为 O(nlogn)，得

需要平衡树。

下面是这道题的算法步骤：

1）建立一颗以横坐标为关键字的平衡树（本文以 Splay为例）。

2）二分查找最优决策点，计算状态值。
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3）插入节点：将该节点的横坐标 a插入 Splay。接下来，要对左边和右边进行

凸线的维护。我们以左边为例（右边类似）：首先再二分查找出离当前点最

近的，并且满足凸包性质（因为是上凸形，所以斜率单调减）的点 b。然后

根据 graham的特点：被删掉的点一定是连续的一段，我们可以将点 b 伸展

到根节点，a 伸展到跟的右子树，那么 a的右子树肯定是要被删的点，直接

将其删除。但要注意的一点是：a不一定是凸包上的点，所以向左、向右弄完

之后还要检查 a是否符合凸包要求，不行的话依然要删掉。

这样，这道难题就被我们在对数级的时间内完成了。

【全文总结】

本文通过 5个经典的例题，阐述了单调性在动态规划试题中的应用。5个例

题各具特色，各有自己的代表性，难度可以说由浅入深。希望读者能够认真阅读

体会其中的奥妙。在许多问题里，单调性是打开胜利之门的钥匙，是指引胜利彼

岸的灯塔，是飞上成功蓝天的翅膀，是浇灌成功之花的甘露。
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