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 状态压缩 

Abstract 

信息学发展势头迅猛，信息学奥赛的题目来源遍及各行各业，经常有一些在

实际应用中很有价值的问题被引入信息学并得到有效解决。然而有一些问题却被

认为很可能不存在有效的(多项式级的)算法，本文以对几个例题的剖析，简述状

态压缩思想及其应用。 
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Content 

Introduction  

作为 OIers，我们不同程度地知道各式各样的算法。这些算法有的以 O(logn)
的复杂度运行，如二分查找、欧几里德 GCD 算法(连续两次迭代后的余数至多为

原数的一半)、平衡树，有的以 O( n )运行，例如二级索引、块状链表，再往上

有 O(n)、O(nplogqn)……大部分问题的算法都有一个多项式级别的时间复杂度上

界1，我们一般称这类问题2为 P (deterministic Polynomial-time) 类问题，例如在

有向图中求 短路径。然而存在几类问题，至今仍未被很好地解决，人们怀疑他

们根本没有多项式时间复杂度的算法，NPC(NP-Complete)和 NPH(NP-Hard)就是

其中的两类，例如问一个图是否存在哈密顿圈(NPC)、问一个图是否不存在哈密

顿圈(NPH)、求一个完全图中 短的哈密顿圈(即经典的 Traveling Salesman 
Problem 货郎担问题，NPH)、在有向图中求 长(简单)路径(NPH)，对这些问题

尚不知有多项式时间的算法存在。P 和 NPC 都是 NP(Non-deterministic 
Polynomial-time)的子集，NPC 则代表了 NP 类中 难的一类问题，所有的 NP 类

问题都可以在多项式时间内归约到 NPC 问题中去。NPH 包含了 NPC 和其他一

些不属于 NP(也更难)的问题， NPC 问题的函数版本(相对于判定性版本)一般是

NPH 的，例如问一个图是否存在哈密顿圈是 NPC 的，但求 短的哈密顿圈则是

NPH 的，原因在于我们可以在多项式时间内验证一个回路是否真的是哈密顿回

路，却无法在多项式时间内验证其是否是 短的，NP 类要求能在多项式时间内

验证问题的一个解是否真的是一个解，所以 优化 TSP 问题不是 NP 的，而是

NPH 的。存在判定性 TSP 问题，它要求判定给定的完全图是否存在权和小于某

常数 v 的哈密顿圈，这个问题的解显然可以在多项式时间内验证，因此它是 NP

                                                        
1 请注意，大 O 符号表示上界，即 O(n)的算法可以被认为是 O(n2)的，O(nplogqn)可以被认为是 O(np+1)的。 
2 在更正式的定义中，下面提到的概念都只对判定性问题或问题的判定版本才存在(NPH 除外)。Levin 给出

了一个适用于非判定问题的更一般的概念，但他的论文比 Cook 的晚发表 2 年。 
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的，更精确地说是 NPC 的。1 
如上所述，对于 NPC 和 NPH 问题，至今尚未找到多项式时间复杂度的算法。

然而它们的应用又是如此的广泛，我们不得不努力寻找好的解决方案。毫无疑问，

对于这些问题，使用暴力的搜索是可以得到正确的答案的，但在信息学竞赛那有

限的时间内，很难写出速度可以忍受的暴力搜索。例如对于 TSP 问题，暴力搜

索的复杂度是 O(n!)，如此高的复杂度使得它对于高于 10 的数据规模就无能为力

了。那么，有没有一种算法，它可以在很短的时间内实现，而其 坏情况下的表

现比搜索好呢？答案是肯定的——状态压缩(States Compression，SC)。 
 
作为对下文的准备，这里先为使用 Pascal 的 OIers 简要介绍一下 C/C++样式

的位运算(bitwise operation)。 
 
一、基本运算符 

名称 C/C++样式 Pascal 样式 简记法则 
按位与 

(bitwise AND) 
& and 全一则一 

否则为零 
按位或 

(bitwise OR) 
| or 有一则一 

否则为零 
按位取反 

(bitwise NOT) 
~ not 是零则一 

是一则零 
按位异或 

(bitwise XOR) 
^ xor 不同则一 

相同则零 
以上各运算符的优先级从高到低依次为：~,&,^,| 

 
二、特殊应用 

a) and： 
i. 用以取出一个数的某些二进制位 

ii. 取出一个数二进制中的 后一个 1(lowbit) 2：x&-x 
b) or ：用以将一个数的某些位设为 1 
c) not：用以间接构造一些数：~0u=4294967295=232-1 
d) xor： 

i. 不使用中间变量交换两个数：a=a^b;b=a^b;a=a^b; 
ii. 将一个数的某些位取反 

 
 
有了这些基础，就可以开始了。 
 
 

                                                        
1 不应该混淆 P、NP、NPC、NPH 的概念。这里只是粗略介绍，详见关于算法分析的书籍(实际上一篇 paper
根本讲不完，因为还有 co-NP、co-NPC、#P、#PC……后文会给出一个#PC 的例子)，这会使新手读者的理

论水平上一个台阶。弄不明白也没关系，基本不影响对本文其他部分的理解^_^ 
2 具有同样作用的还有(x-1)&x^x,这个的道理更容易理解。lowbit 在树状数组(某种数据结构)中可以用

到，这里不再单独介绍，感兴趣的可以参阅各牛的论文，或者加我 QQ。建议掌握，否则可能会看不懂我

的部分代码。 
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Getting Started 

 我们暂时避开状态压缩的定义，先来看一个小小的例题。 
【引例】1 
 在 n*n(n≤20)的方格棋盘上放置 n 个车(可以攻击所在行、列)，求使它们不

能互相攻击的方案总数。 
【分析】 
 这个题目之所以是作为引例而不是例题，是因为它实在是个非常简单的组合

学问题：我们一行一行放置，则第一行有 n 种选择，第二行 n-1，……， 后一

行只有 1 种选择，根据乘法原理，答案就是 n!。这里既然以它作为状态压缩的引

例，当然不会是为了介绍组合数学。我们下面来看另外一种解法：状态压缩递推

(States Compressing Recursion,SCR)。 
 我们仍然一行一行放置。取棋子的放置情况作为状态，某一列如果已经放置

棋子则为 1，否则为 0。这样，一个状态就可以用一个 多 20 位的二进制数2表

示。例如 n=5,第 1、3、4 列已经放置，则这个状态可以表示为 01101(从右到左)。
设 fs为达到状态 s 的方案数，则可以尝试建立 f 的递推关系。 
 考虑 n=5,s=01101。这个状态是怎么得到的呢？因为我们是一行一行放置的，

所以当达到 s 时已经放到了第三行。又因为一行能且仅能放置一个车，所以我们

知道状态 s 一定来自： 
①前两行在第 3、4 列放置了棋子(不考虑顺序，下同)，第三行在第 1 列放置；

②前两行在第 1、4 列放置了棋子，第三行在第 3 列放置； 
③前两行在第 1、3 列放置了棋子，第三行在第 4 列放置。 

 
上图依次为①②③这三种情况，(红,蓝)，(红,绿)分别代表两种顺序。这三种情况

互不相交，且只可能有这三种情况，根据加法原理，fs应该等于这三种情况的和。

写成递推式就是： 
 01101 01100 01001 00101f f f f= + +  
根据上面的讨论思路推广之，得到引例的解决办法： 

0

2

1

−

=

=∑ is s

f

f f
 

其中 s 的右起第 i+1 位为 1 (其实就是在枚举 s 的二进制表示中的 1) 3。 

反思这个算法，其正确性毋庸置疑(可以和 n!对比验证)。但是算法的时间复

杂度为 O(n2n)，空间复杂度 O(2n)，是个指数级的算法，比循环计算 n!差了好多，

它有什么优势？较大的推广空间。
4
 

                                                        
1 本文所有例题的 C++代码均可以在附件中找到。 
2 方便、整齐起见，本文中不在数的后面标明进制。 
3 考虑上节介绍的位运算的特殊应用，可以更精巧地实现。 
4 还有一个很…的用处，即对新手说：“来看看我这个计算 n!的程序，连这都看不懂就别 OI 了~” 
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Sample Problems 

【例 1】1 
 在 n*n(n≤20)的方格棋盘上放置 n 个车，某些格子不能放，求使它们不能互

相攻击的方案总数。 
【分析】 
 对于这个题目，如果组合数学学得不够扎实，是否还能一眼看出解法？应该

很难。对于这个题目，确实存在数学方法(容斥原理)，但因为和引例同样的理由，

这里不再赘述。 
 联系引例的思路，发现我们并不需要对算法进行太大的改变。引例的算法是

在枚举当前行(即 s 中 1 的个数，设为 r)的放置位置(即枚举每个 1)，而对于例 1，
第 r 行可能存在无法放置的格子，怎么解决这个问题呢？枚举 1 的时候判断一下

嘛！事实的确是这样，枚举 1 的时候判断一下是否是不允许放置的格子即可。 
 但是对于 n=20，O(n2n)的复杂度已经不允许我们再进行多余的判断。所以实

现这个算法时应该应用一些技巧。对于第 r 行，我们用 ar表示不允许放置的情况，

如果第 r 行某一位不允许放置则此位为 0，否则为 1，这可以在读入数据阶段完

成。运算时，对于状态 s，用 tmps=s&ar来代替 s 进行枚举，即不枚举 s 中的 1
转而枚举 tmps 中的 1。因为 tmps 保证了不允许放置的位为 0，这样就可以不用

多余的判断来实现算法，代码中只增加了计算 a 数组和 r 的部分，而时间复杂度

没有太大变化。 
 
 这样，我们直接套用引例的算法就使得看上去更难的例 1 得到了解决。读者

可能会说，这题用容斥原理更快。没错，的确是这样。但是，容斥原理在这题上

只有当棋盘为正方形、放入的棋子个数为 n、且棋盘上禁止放置的格子较少时才

有简单的形式和较快的速度。如果再对例 1 进行推广，要在 m*n 的棋盘上放置 k
个车，那么容斥原理是无能为力的，而 SCR 算法只要进行很少的改变就可以解

决问题2。这也体现出了引例中给出的算法具有很大的扩展潜力。 
 
 棋盘模型是状态压缩 好的展示舞台之一。下面再看几个和棋盘有关的题

目。 
 
【例 2】3 

给出一个 n*m 的棋盘(n、m≤80,n*m≤80)，要在棋盘上放 k(k≤20)个棋子，

使得任意两个棋子不相邻。每次试验随机分配一种方案，求第一次出现合法方案

时试验的期望次数，答案用既约分数表示。 
 
【分析】 
 显然，本题中的期望次数应该为出现合法方案的概率的倒数，则问题转化为

求出现合法方案的概率。而概率=
方案总数

合法方案数
，方案总数显然为 C(n*m,k)，则问

题转化为求合法方案数。整理一下，现在的问题是：在 n*m 的棋盘上放 k 个棋

子，求使得任意两个棋子不相邻的放置方案数。 
                                                        
1 题目来源：经典组合学问题。 
2 如果这样改编，则状态的维数要增加，如有疑问可以参考下面的几个例子，这里不再赘述。 
3 题目来源：经典问题改编。 
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 这个题目的状态压缩模型是比较隐蔽的。观察题目给出的规模，n、m≤80，
这个规模要想用 SC 是困难的，若同样用上例的状态表示方法(放则为 1，不放为

0)，280 无论在时间还是在空间上都无法承受。然而我们还看到 n*m≤80，这种

给出数据规模的方法是不多见的，有什么玄机呢？能把状态数控制在可以承受的

范围吗？稍微一思考，我们可以发现：9*9=81>80，即如果 n,m 都大于等于 9，
将不再满足 n*m≤80 这一条件。所以，我们有 n 或 m 小于等于 8，而 28 是可以

承受的。我们假设 m≤n(否则交换，由对称性知结果不变)n 是行数 m 是列数，

则每行的状态可以用 m 位的二进制数表示。但是本题和例 1 又有不同：例 1 每

行每列都只能放置一个棋子，而本题却只限制每行每列的棋子不相邻。但是，上

例中枚举当前行的放置方案的做法依然可行。我们用数组 s 保存一行中所有的

num 个放置方案1，则 s 数组可以在预处理过程中用 DFS 求出，同时用 ci保存第

i 个状态中 1 的个数以避免重复计算。开始设计状态。如例 1 的注释所说，维数

需要增加，原因在于并不是每一行只放一个棋子，也不是每一行都要求有棋子，

原先的表示方法已经无法完整表达一个状态。我们用 fi,j,k 表示第 i 行的状态为 sj

且前 i 行已经放置了 k 个棋子2的方案数。沿用枚举当前行方案的做法，只要当前

行的方案和上一行的方案不冲突即可，“微观”地讲，即 ssid(i)和 ssid(i-1)没有同为 1
的位，其中 sid(x)表示第 x 行的状态的编号。然而，虽然我们枚举了第 i 行的放

置方案，但却不知道其上一行(第 i-1 行)的方案。为了解决这个问题，我们不得

不连第 i-1 行的状态一起枚举，则可以写出递推式： 

 
0,1,0

, , 1, ,

1

− −

=

=∑ ji j k i p k c

f

f f
 (要求 sj与 sp 不冲突) 

其中 s1=0，即在当前行不放置棋子；j和 p是需要枚举的两个状态编号。
3
 

 有了合法方案数，剩下的问题就不是很困难了，需要注意的就只有 C(n*m,k)
可能超出 64 位整数范围的问题，这可以通过边计算边用 GCD 约分来解决，具体

可以参考附件中的代码。当然，实现上仍有少许优化空间，例如第 i 行只和第 i-1
行有关，可以用滚动数组节省空间。这个算法时间复杂度 O(n*pn*num2)，空间

复杂度(滚动数组)O(pn*num)，对于题目给定的规模是可以很快出解的。 

 

 

 通过上文的例题，读者应该已经对状态压缩有了一些感性的认识。下面这个

题目可以作为练习。 

 

【例 3】4 
 在 n*n(n≤10)的棋盘上放 k 个国王(可攻击相邻的 8 个格子)，求使它们无法

互相攻击的方案数。 
 

                                                        
1 运用简单的组合数学知识可以求出：在格数为 m 的一行上放棋子且相邻两个棋子中间的空格不能少于 d

的
2

( ( 1) , )
0

m
C m r d r

r
num ∑ − −

=
= ，其中 m/2 为上取整。对于本题，num=144。此式在下文也有应用。 

2 为了避免歧义，下文中用 pn 代替原题中的 k。 
3 请读者停下来仔细揣摩这个递推式，否则可能影响对本文后面内容的理解！ 
4 题目来源：SGU.223《Little Kings》 
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【分析】 
其实有了前面几个例子的分析，这个题目应该是可以独立解决的。不过既然

确实有疑问，那我们就来分析一下。 
 首先，读者应该能想到将一行的状态 DFS 出来(如果不能，请返回重新阅读，

谢谢)，仍然设为数组 s,同时仍然设有数组 c 记录状态对应的 1 的个数。和例 2
相同，仍然以 fi,j,k表示第 i 行状态为 sj，且前 i 行已经放置了 k 个棋子的方案数。

递推式仍然可以写作： 

0,1,0

, , 1, ,

1

− −

=

=∑ ji j k i p k c

f

f f
 (要求 sj与 sp 不冲突) 

 可是问题出来了：这题不但要求不能行、列相邻，甚至不能对角线相邻！sj

与 sp 不冲突怎么“微观地”表示呢？其实，联系例 1 对无法放置棋子的格子的

处理，可以尝试用预处理解决这个问题。数组 q 保存在当前行的状态为 s 的情况

下上一行不允许放置的情况(不允许放置为 1，否则为 0)，则 q 数组可以在 DFS
计算 s 的时候顺便算出。这样，可以用 qj 代替 sj 去和 sp 进行“微观的”比较，

得出条件是：qj&sp=0。1
 

 解决掉这唯一的问题，接下来的工作就没有什么难度了。算法复杂度同例 2。 

 

 下一个例题是状态压缩棋盘模型的经典题目，希望解决这个经典的题目能够

锻炼读者的熟练度。 

 

【例 4】2 
给出一个 n*m(n≤100,m≤10)的棋盘，一些格子不能放置棋子。求 多能在

棋盘上放置多少个棋子，使得每一行每一列的任两个棋子间至少有两个空格。 
【分析】3 
 显然，读者应该已经有 DFS 搜出一行可能状态的意识了(否则请重新阅读之

前的内容 3 遍，谢谢)，依然设为 s,依旧有 c 保存 s 中 1 的个数，依照例 1 的预处

理搞定不能放置棋子的格子。 
 问题是，这个题目的状态怎么选？继续像例 2、3 那样似乎不行，原因在于

棋子的攻击范围加大了。但是我们照葫芦画瓢：例 2、3 的攻击范围只有一格，

所以我们的状态中只需要有当前行的状态即可进行递推，而本题攻击范围是两

格，因此增加一维来表示上一行的状态。用 fi,j,k表示第 i 行状态为 sj、第 i-1 行状

态为 sk时前 i 行至多能放置的棋子数，则状态转移方程很容易写出： 
 , , 1, ,max{ }i j k i k l jf f c−= +  (要求 sj, sk, sl互不冲突) 

 因为棋子攻击范围为两格，可以直观地想像到 num 不会很大。的确，由例 2
中得到的 num 的计算式并代入 d=2、m=10，得到 num=60。显然算法时间复杂

度为 O(n*num3)，空间复杂度(滚动数组)O(num2)。此算法还有优化空间。我们分

别枚举了三行的状态，还需要对这三个状态进行是否冲突的判断，这势必会重复

枚举到一些冲突的状态组合。我们可以在计算出 s 后算出哪些状态可以分别作为

两行的状态，这样在 DP 时就不需要进行盲目的枚举。这样修改后的算法理论上

比上述算法更优，但因为 num 本身很小，所以这样修改没有显著地减少运行时

                                                        
1 聪明的读者应该能想出不用 q 数组的方法(提示：位运算)。 
2 题目来源：NOI2001《炮兵阵地》；PKU.1185 
3 读者应该独立思考一个小时后再看分析，它值得这样。 
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间。值得一提的是，本题笔者的算法虽然在理论上并不是 优1，但由于位运算

的使用，截至 07 年 6 月，笔者的程序在 PKU OJ 上长度 短，速度第二快。 
 这个题目是国内比赛中较早出现的状态压缩题。它告诉我们状态压缩不仅可

以像前几个例题那样求方案数，而且可以求 优方案，即状态压缩思想既可以应

用到递推上(SCR)，又可以应用到 DP 上(SCDP)，更说明其有广泛的应用空间。 
 
 

看了这么多棋盘模型应用状态压缩的实例，读者可能会有疑问，难道状态压

缩只在棋盘上放棋子的题目中有用？不是的。我们暂时转移视线，来看看状态压

缩在其他地方的应用——覆盖模型。 
 

【例 5】2 
给出 n*m(1≤n、m≤11)的方格棋盘，用 1*2 的长方形骨牌不重叠地覆盖这个

棋盘，求覆盖满的方案数。 
 
【分析】 

这也是个经典的组合数学问题：多米诺骨牌完美覆盖问题(或所谓二聚物问

题)。有很多关于这个问题的结论，甚至还有个专门的公式：如果 m、n 中至少有

一个是偶数，则结果=∏∏
= =

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

2 2

1 1

)
1+n

*j(cos4)
1+m

*i(4cos 22

m n

i j

ππ
。这个公式形式比较简

单，且计算的复杂度是 O(
4
* nm )的，很高效。但是这个公式内还有三角函数，

对于大的 n,m 无法实现仅算出答案模某个数的余数，且中学生几乎不可能理解，

所以对我们能力的提高没有任何帮助。用 SCR 算法能较好地解决这个问题。 
显然，如果 n、m 都是奇数则无解(由棋盘面积的奇偶性知)，否则必然有至

少一个解(很容易构造出)，所以假设 n、m 至少有一个偶数，且 m≤n(否则交换)。
我们依然像前面的例题一样把每行的放置方案 DFS 出来，逐行计算。用 fi,s表示

把前 i-1 行覆盖满、第 i 行覆盖状态为 s 的覆盖方案数。因为在第 i 行上放置的骨

牌 多也只能影响到第 i-1 行，则容易得递推式： 

 
0,2 1

, 1 1, 2

1m

i s i s

f

f f
−

−

=

=∑
 (s1,s2)整体作为放置方案 

可以把所有方案 DFS 预处理出来。下面讨论一下本题的一些细节。 

首先讨论 DFS 的一些细节。对于当前行每一个位置，我们有 3 种放置方法：

①竖直覆盖，占据当前格和上一行同一列的格；②水平覆盖，占据当前格和该行

下一格；③不放置骨牌，直接空格。如何根据这些枚举出每个(s1,s2)呢？下面介

绍两种方法：  
第一种： 

DFS 共 5 个参数，分别为：p(当前列号)，s1、s2(当前行和上一行的覆盖

情况)，b1、b2(上一列的放置对当前列两行的影响，影响为 1 否则为 0)。初

                                                        
1 有种应用三进制的方法理论上可能更优，但因为手工转换进制效率远不如系统的位运算高，且无法使用

位运算判断可行性，程序效率并不比文中的高，故不再赘述那种方法。下文的一些题目将用到多进制。 
2 题目来源：经典问题；PKU.2411《Mondriaan's Dream》 
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始时 s1=s2=b1=b2=0。①p=p+1，s1=s1*2+1，s2=s2*21，b1=b2=0；②p=p+1，
s1=s1*2+1，s2=s2*2+1，b1=1，b2=0；③p=p+1，s1=s1*2，s2=s2*2+1，
b1=b2=0。当 p 移出边界且 b1=b2=0 时记录此方案。 

第二种： 
观察第一种方法，发现 b2 始终为 0，知这种方法有一定的冗余。换个更

自然的方法，去掉参数 b1、b2。①p=p+1，s1=s1*2+1，s2=s2*2；②p=p+2，
s1=s1*4+3，s2=s2*4+3；③p=p+1，s1=s1*2，s2=s2*2+1。当 p 移出边界时

记录此方案。这样，我们通过改变 p 的移动距离成功简化了 DFS 过程，而且

这种方法更加自然。 
 

DFS 过程有了，实现方法却还有值得讨论的地方。前面的例题中，我们为什

么总是把放置方案 DFS 预处理保存起来？是因为不合法的状态太多，每次都重

新 DFS 太浪费时间。然而回到这个题目，特别是当采用第二种时，我们的 DFS
过程中甚至只有一个判断(递归边界)，说明根本没有多少不合法的方案，也就没

有必要把所有方案保存下来，对于每行都重新 DFS 即可，这不会增加运行时间

却可以节省一些内存。 
 

这个算法时间复杂度为多少呢？因为 DFS 时以两行为对象，每行 2m，共进

行 n 次 DFS，所以是 O(n*4m)？根据“O”的上界意义来看并没有错，但这个界

并不十分精确，也可能会使人误以为本算法无法通过 1≤n、m≤11 的测试数据，

而实际上本算法可以瞬间给出 m=10,n=11 时的解。为了计算精确的复杂度，必

须先算出 DFS 得到的方案数。 
考虑当前行的放置情况。如果每格只有①③两个选择，则应该有 2m 种放置

方案；如果每格有①②③这 3 个选择，且②中 p 只移动一格，则应该有 3m种放

置方案。然而现在的事实是：每格有①②③这 3 个选择，但②中 p 移动 2 格，所

以可以知道方案数应该在 2m和 3m之间。考虑第 i 列，则其必然是：第 i-1 列采

用①③达到；第 i-2 列采用②达到。设 hi表示前 i 列的方案数，则得到 hi的递推

式： 

 
0

1

1 2

1
2
2 *i i i

h
h
h h h− −

=
=
= +

 

应用组合数学方法2求得其通项公式 hm= mm )21(
4

22)21(
4

22
−

−
++

+
。注意

到式子的第二项是多个绝对值小于 1 的数的乘积，其对整个 hm的影响甚小，故

略去，得到方案数 hm≈0.85*2.414m，符合 2m<hm<3m的预想。 
 

 因为总共进行了 n 次 DFS，每次复杂度为 O(hm)，所以算法总时间复杂度为

O(n*hm)=O(n*0.85*2.414m)，对 m=10,n=11 不超时也就不足为奇了。应用滚动数

组，空间复杂度为 O(2m)。 

 对于本题，我们已经有了公式和 SCR 两种算法。公式对于答案很小的情况有

效，SCR 算法在竞赛中记不住公式时对小的 m、n 有效。如果棋盘规模为

                                                        
1 注意！第 i 行的放置方案用到第 i-1 行的某格时，s2 中该格应为 0！ 
2 特征方程等方法。这里不再赘述。 
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n*m(m≤10,n≤231-1)，则公式和 SCR 都会严重超时。有没有一个算法能在 1 分

钟内解决问题呢1？答案是肯定的，它仍然用到 SC 思想。 
 
 此算法中应用到一个结论：给出一个图的 0/1 邻接矩阵 G(允许有自环，两点

间允许有多条路径，此时 Gi,j表示 i 到 j 的边的条数)，则从某点 i 走 k 步到某点

j 的路径数为 ,
k
i jG 2。本结论实际上是通过递推得到的，简单证明如下：从 i 走 k

步到 j，必然是从 i 走 k-1 步到 m，然后从 m 走 1 步到 j，根据加法原理，即 G[k]i,j=∑ 
G[k-1]i,m*Gm,j

3。是否感到这个式子很眼熟？没错，它和矩阵乘法一模一样，即：

G[k]=G[k-1]*G。因为矩阵乘法满足结合律，又由 G[1]=G，所以我们得到结果：

G[k]=Gk。 
 下面介绍这个算法。考虑一个有 2m 个顶点的图，每个顶点表示一行的覆盖

状态，即 SCR 算法中的 s。如果(s1,s2)为一个放置方案，则在 s2 和 s1 之间连一

条(有向)边，则我们通过 DFS 一次可以得到一个邻接矩阵 G。仍然按照逐行放置

的思想来考虑，则要求我们每行选择一个覆盖状态，且相邻两行的覆盖状态(s1,s2)
应为一个放置方案，一共有 n 行，则要求选择 n 个状态，在图中考虑，则要求我

们从初始(第 0 行)顶点(2m-1)走 n 步到(2m-1)，因为图的邻接矩阵是 DFS 出来的，

每条边都对应一个放置方案，所以可以保证走的每条边都合法。因此，我们要求

的就是顶点(2m-1)走 n 步到达(2m-1)的路径条数。由上面的结论知，本题的答案就

是 1 12 ,2m m
kG − − 。 

 现在的问题是，如何计算 G 的 n 次幂？连续 O(n)次矩阵乘法吗？不可取。

矩阵的规模是 2m*2m，一次普通矩阵乘法要 O((2m)3)=O(8m)，O(n)次就是 O(n*8m)，
比 SCR 算法还要差得多。其实我们可以借用二分的思想。如果要计算 38的值，

你会怎么算呢？直接累乘将需要进行 7 次乘法。一种较简单的方法是：3*3=32，

32*32=34，34*34=38，只进行了 3 次乘法，效率高了许多4。因为矩阵乘法满足结

合律，所以可以用同样的思路进行优化。这种思路用递归来实现是非常自然的，

然而，本题的矩阵中可能有 210*210=220=1048576 个元素，如果用(未经优化的)
递归来实现，将可能出现堆栈溢出。不过庆幸的是我们可以非递归实现。用 bin[]
保存 n 的二进制的每一位，从 高位、矩阵 G 开始，每次先把上一位得到的矩

阵平方，如果 bin[当前位]为 1，则平方后再乘以 G。这种方法的时间复杂度容易

算出：O(logn) 次矩阵乘法，每次 O(8m)，共 O(8m*logn)。 
 这样对于 m≤7 就可以很快出解了。但对于 m=n=8，上述算法都需要 1s 才

能出解，无法令人满意。此算法还有优化空间。 
 我们的矩阵规模高达 2m*2m=4m，但是其中有用的(非 0 的)有多少个呢？根据

介绍 SCR 算法时得到的 hm计算式，G 中有 4m-hm=4m-0.85*2.414m个 0，对于 m=8，
可以算出 G 中 98.5%的元素都是 0，这是一个非常非常稀疏的矩阵，使用三次方

的矩阵乘法有点大材小用。我们改变矩阵的存储结构，即第 p 行第 q 列的值为

value 的元素可以用一个三元组(p,q,value)来表示，采用一个线性表依行列顺序来

存储这些非 0 元素。怎样对这样的矩阵进行乘法呢？观察矩阵乘法的计算式

                                                        
1 对于如此大的数据，高精度将成为瓶颈，故这里不考虑高精度的复杂度；我没有找到能 1s 出解的算法，

故延长时限到 1min。 
2 上标表示乘幂。 

3 因为 0 乘任何数都为 0，所以 G[k-1]i,m 或 Gm,j 是否为 0 对 后的和没有影响。 
4 这里假设大整数间的乘法和小整数间的乘法耗费同样的时间，实际上并非这样。但对于大数据，我们只

关心结果 mod 某个常数的值，所以可以进行这样的假设。 
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∑= b[k][j]*a[i][k]c[i][j] ，当 a[i][k]或者 b[k][j]为 0 时，结果为 0，对结果没有影

响，完全可以略去这种没有意义的运算。则得到计算稀疏矩阵乘法的算法：枚举

a 中的非 0 元素，设为(p,q,v1)，在 b 中寻找所有行号为 q 的非 0 元素(q,r,v2)，并

把 v1*v2 的值累加到 c[p][r]1中。这个算法多次用到一个操作：找出所有行号为 q
的元素，则可以给矩阵附加一个数组 hp，hpq 表示线性表中第一个行号为 q 的元

素的位置，若不存在则 hpq=0。算出二维数组 c 之后再对其进行压缩存储即可。

此矩阵乘法的时间复杂度为 O( m
m

notbnota 4
2

0.*0.
+ ) ，在 坏情况下，

a.not0=b.not0=4m，算法的复杂度为 O(8m)，和经典算法相同。因为矩阵非常稀疏，

算法复杂度近似为 O(4m) 2。考虑整个算法的时间复杂度：O(logn)次矩阵乘法，

每次 O(4m)，则总时间复杂度 O(logn*4m)，对于 m≤9 也可以很快出解了，对于

m=10，n=2147483647，此算法在笔者机器上(Pm 1.6G，512M)运行时间少于 20s。
虽然仍然不够理想，但已经不再超时数小时。此算法空间复杂度为

O(max_not0+4m)，对于 m=10，max_not0 小于 190000。 
 
 

以上给出了公式、SCR、矩阵乘方这 3 个算法，分别适用于不同的情况，本

题基本解决。 
 

 

 读者应该已经注意到，覆盖模型和棋盘模型有很多共同点，譬如都是在矩形

某些位置放入棋子(或某种形状的骨牌)来求方案数(如上例)或 优解(下面将会

给出几个例题)。但不难看出，覆盖模型和棋盘模型又有着很大的不同：棋盘模

型中，只要棋子所在的位置不被别的棋子攻击到即可，而覆盖模型中，棋子的攻

击范围也不可以重叠。所以简单来说，覆盖模型就是攻击范围也不能重叠的棋盘

模型。下面再给出一个与上例类似的覆盖模型的例题以加深印象。 
 
 
【例 6】3 

给出 n*m(1≤n、m≤9)的方格棋盘，用 1*2 的矩形的骨牌和 L 形的(2*2 的去

掉一个角)骨牌不重叠地覆盖，求覆盖满的方案数。 
 

【分析】 
 观察题目条件，只不过是比例 5 多了一种 L 形的骨牌，因此很自然地顺着例

5 的思路走。本题中两种骨牌的 大长度和例 5 一样，所以仍然用 fi,s表示把前 i-1
行覆盖满、第 i 行覆盖状态为 s 的覆盖方案数，得到的递推式和例 5 完全一样： 

0,2 1

, 1 1, 2

1m

i s i s

f

f f
−

−

=

=∑
 (s1,s2)整体作为放置方案 

例 5中有两种 DFS 方案，其中第二种实现起来较第一种简单。但在本题中，

新增的L形骨牌让第二种 DFS 难以实现，在例5中看起来有些笨拙的第一种 DFS
                                                        
1 此时 c 是个 2m*2m 的二维数组 
2 其实，虽然 G 为很稀疏的矩阵，但乘方后非 0 元素增多，不一定还是稀疏矩阵。但对于 m=n=8，计算结

束后，矩阵中仍然有 80%的 0，上述算法仍然高效。此处的复杂度是理想情况。 
3 题目来源：SGU.131《Hardwood Floor》 
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方案在本题却可以派上用场。回顾第一种 DFS，我们有 5 个参数，分别为：p(当
前列号)，s1、s2(当前行和对应的上一行的覆盖情况)，b1、b2(上一列的放置对

当前列两行的影响，影响为 1 否则为 0)。本题中可选择的方案增多，故列表给出： 
 
 覆盖情况 条件 参数 s 变化 参数 b 变化 

1 0 0 

0 0 

无 s1=s1*2+b1 
s2=s2*2+1-b2 

b1=0 
b2=0 

2 0 0 

1 1 

b1=0 s1=s1*2+1 
s2=s2*2+1-b2 

b1=1 
b2=0 

3 1 0 

1 0 

b1=0 
b2=0 

s1=s1*2+1 
s2=s2*2 

b1=0 
b2=0 

4 1 0 

1 1 

b1=0 
b2=0 

s1=s1*2+1 
s2=s2*2 

b1=1 
b2=0 

5 0 1 

1 1 

b1=0 s1=s1*2+1 
s2=s2*2+1-b2 

b1=1 
b2=1 

6 1 1 

0 1 

b2=0 s1=s1*2+b1 
s2=s2*2 

b1=1 
b2=1 

7 1 1 

1 0 

b1=0 
b2=0 

s1=s1*2+1 
s2=s2*2 

b1=0 
b2=1 

 

容易看出，在本题中此种 DFS 方式实现很简单。考虑其复杂度，因为 L 形骨牌

不太规则，笔者没能找到方案数的一维递推公式，因此无法给出复杂度的解析式。

但当 m=9 时，算法共生成放置方案 79248 个，则对于 n=m=9,算法的复杂度为

O(9*79248)，可以瞬间出解。和上例一样，本题也没有必要保存所有放置方案，

也避免 MLE。 

 

 那么，对于本题是否可以应用上题的矩阵算法呢？答案是肯定的，方法也类

似，复杂度为 O(8m*logn)。然而，对于本题却不能通过上题的稀疏矩阵算法加速，

原因在于刚开始时矩阵中只有 1-79248/4
9
=70%的 0，而运算结束后整个矩阵中只

有 2 个 0，根本无法达到加速效果。 
 
 由于有上题的铺垫，基本相同的本题也很快得到了解决。 
 
 
【例 7】1 

给出 n*m(n,m≤10)的方格棋盘，用 1*r 的长方形骨牌不重叠地覆盖这个棋盘，

求覆盖满的方案数。 
【分析】 
 本题是例 5 的直接扩展。如果说例 5 中公式比 SCR 好，本题可以指出当公式

未知时 SCR 依然是可行的算法。直接思考不容易发现方法，我们先考虑 r=3 时

的情况。首先，此问题有解当且仅当 m 或 n 能被 3 整除。更一般的结论是：用

1*r 的骨牌覆盖满 m*n 的棋盘，则问题有解当且仅当 m 或 n 能被 r 整除。当 r=2
时，则对应于例 5 中 m、n 至少有一个是偶数的条件。此结论的组合学证明从略。 

                                                        
1 题目来源：经典问题改编 



 状态压缩 郑州 101 中学/天津大学 周伟 

第 12 页 共 16 页 

 不同于例 5，1*3 骨牌的“攻击范围”已经达到了 3 行，可以想像例 5 中的

表示方法已经无法正确表示所有状态，但其思路依然可以沿用。例 5 中用 fi,s 表

示把前 i-1 行覆盖满、第 i 行覆盖状态为 s 的覆盖方案数，是因为当前行的放置

方案至多能影响到上一行，状态中只要包含一行的覆盖状态即可消除后效性。本

题中当前行的放置方案可以影响到上两行，故可以想到应保存两行的覆盖状态以

消除后效性，即增加一维，用 fi,s1,s2 表示把前 i-2 行覆盖满、第 i-1 行覆盖状态为

s1、第 i 行覆盖状态为 s2 的覆盖方案数。先不论上述表示方法是否可行(答案是

肯定的)，r=2 时状态有 2 维，r=3 时有 3 维，推广后状态变量居然有 r 维，这样

的方法不具有推广价值，而且空间复杂度也太高。 
 仔细分析上述方案，可以发现其失败之处。s1 的第 p 位 s1p 为 1(覆盖)时，s2p

是不可能为 0 的(要求覆盖满)，则这两位(s1p, s2p)的(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)四种组合

中有一种不合法，而上述状态表示方法却冗余地保存了这个组合，造成空间复杂

度过高，也进行了多余的计算1。通过上面的讨论可以知道，每一位只有 3 种状

态，引导我们使用三进制。我们用 fi,s表示把前 i-2 行覆盖满、第 i-1 和第 i 行覆

盖状态为 s 的覆盖方案数，但这里状态 s 不再是二进制，而是三进制：sp=0 表示

s1p=s2p=0；sp=1 表示 s1p=0，s2p=1；sp=2 表示 s1p=s2p=1。这样，我们就只保

留了必要的状态，空间和时间上都有了改进。当 r=4 时，可以类推，用四进制表

示三行的状态，r=5 时用五进制……分别写出 r=2,3,4,5 的程序，进行归纳，统

一 DFS 的形式 , 可以把 DFS(p,s1,s2) 分为两部分：① for i=0 to r-1 do 
DFS(p+1,s1*r+i,s2*r+(i+1)mod r);②DFS(p+r,s1*rr+rr-1,s2*rr+rr-1) 问题解决。但

DFS 的这种分部方法是我们归纳猜想得到的，并没有什么道理，其正确性无法保

证，我们能否通过某种途径证明它的正确性呢？仍以 r=3 为例。根据上面的讨论，

sp 取值 0 到 2，表示两行第 p 位的状态，但 sp 并没有明确的定义。我们定义 sp

为这两行的第 p 位从上面一行开始向下连续的 1 的个数，这样的定义可以很容易

地递推，递推式同上两例没有任何改变，却使得上述 DFS 方法变得很自然2。 
 分析算法的时间复杂度，同例 5 一样需要用到 DFS 出的方案个数 hm，并且

仿照例 5 中 hm的递推式，我们可以得到3： 

 
1*

i
i

j j j r

h r
h r h h− −

=
= +

 (i=0 ~ r-1， j=r ~ m) 

理论上我们可以根据递推式得到例 5中那样的精确的通项公式，但需要解高于三

次的方程，且根多数为复数，无法得到例 5那样简单优美的表达式，这里仅给出

r=2..5,m=10 时 hm的值依次为：5741，77772，1077334，2609585，9784376。

对于推广后的问题，例 5的矩阵算法依然可行，但此时空间将是一个瓶颈。 

 

【例 8】4 
给出 n*m(n≤150,m≤10)的棋盘，要在上面放置 2*3 的骨牌，有一些方格无

法放置，求 多能放置多少个。 
【分析】 

根据上例的讨论，此题可以使用三进制来表示状态。sp 取值 0 到 2，表示两

                                                        
1 同样的，例 4 中的状态表示方法也有冗余，但因为合法方案很少，又因为位运算的使用，算法仍然高效。 
2 请尝试写出 r=3 时用这种定义的递推式和相应的程序 
3 其实从 DFS 过程可以很直观地看出 
4 题目来源：CEOI.2002《Bugs Integrated, Inc.》；PKU.1038 
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行第 p 位的状态，定义 sp 为这两行的第 p 位从上面一行开始向下连续的 1 的个

数。我们依旧用 s1 表示当前行状态，s2 表示上一行状态，p 表示位置，num 表

示从状态 s1 转移到 s2 能增加的骨牌个数。 
设 fi,j表示第 i 行状态为 j 的 大放置数。我们可以得到方程： 

 , 1 1, 2max{ }i s i sf f num−= +  

同样的方程之前已经见过多次，不再多作解释，重点放在如何得到 s1 和 s2。 
 
对于当前行第 p 位，如果放置骨牌，则有两种放置方式：①竖放，s1 当前位

置 p 及后一个位置 p+1 都为 2，s2 要求 p 和 p+1 列留空 2 格，即 p,p+1 列都为 0，
这 样 能 刚 好 放 置 一 块 骨 牌 且 不 留 空 隙 。 对 应 的 DFS 调 用 方 式 ：

DFS(p+2,s1*9+8,s2*9,num+1); ②横放，s1 的三个位置都要填满，即 p,p+1,p+2
列均为 2，s2 要求 p,p+1,p+2 列均为 1，调用 DFS(p+3,s1*27+26,s2*27+13,num+1);  

 
如果第 p 位不放置骨牌，我们还要把 s2 的状态转移到 s1 中以备下次继续转

移。形象地说就是虚填一些方块使得下次放置骨牌可以不留空隙。对于某一位置，

我们可以分 3 种情况 DFS 以达到目的。 
（1） s1 的当前行空闲，上一行放满。这个状态可以由 s2 的放满状态转移得到。 

DFS(p+1,s1*3+1,s2*3+2,num); 
（2） s1 的当前行和上一行都空闲。这个状态可以由 s2 的当前行空闲，上一行

放满的状态转移得到。 
DFS(p+1,s1*3,s2*3+1,num); 

（3） s1 的当前行放满。可以由 s2 的放满状态转移得到。 
DFS(x+1,s1*3+2,s2*3+2,num); （放置了 1*1 的虚骨牌在 s1 的当前位置） 

 
为加深理解请看图，图中浅蓝色为 s1 中填骨牌的区域，黄色为 s2 中之前已经填

满的区域：上图为横放一个骨牌的情形，不多解释；下图中为竖着放置骨牌的情

形，先放一 1*1 的虚骨牌(红色)，再放一个骨牌。 

 
通过上面的讨论，此题基本解决，剩下的是关于不能放置的点(黑点)的处理

技巧。一种方法是：开两个 bool 数组 map1,map2 来标志某个位置是否能放置骨

牌。map1i,j=1 表示(i,j)位置横着放置骨牌不会覆盖到黑点。map2i,j =1 表示(i,j)位
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置竖着放置骨牌不会覆盖到黑点。先把两个数组初始化为 1，读入黑点坐标时，

在 map1 把以黑点坐标为右上角的 2*3 区域置为 0，在 map2 同样把黑点坐标为

左上角的 3*2 区域置为 0。当然，不能忘记把 map22,x 全置为 0。这样，我们只要

在意图填充骨牌之前判断一下 map 是否为 1 即可。截至 07 年 5 月，笔者的代码

在 PKU1038 是唯一少于 1k 的，速度也比代码长度第二名(1.2k)的快一倍。问题

解决。事实上，如果上例中的棋盘上有不能放置的格子，本例的放置虚骨牌的方

法同样可行，具体实现留给读者思考。 
 
 
上文通过对几个经典的应用状态压缩的题目的详解，从应用的角度描述了状

态压缩的一般思路。那么如何理解其本质呢？ 
纵观上文讨论的题目，几乎都是普普通通的一个递推公式或者一个状态转移

方程，只不过其中的一维或多维是“压缩的”，即把一个状态(或一个方案、一个

集合)压缩成一个整数。这很明显是一个 Hash 的过程，所以 SCDP 又被称为 Hash 
DP 或集合 DP。为求统一，本文后面依然称其为状态压缩。除去这一点区别，

我们发现它和普通递推/DP 没有什么差别，都是从已有的状态推知新的状态，所

做的决策都没有后效……那我们为什么要用状态压缩，即状态压缩的动机是什

么？ 
回想前述的题目，以例 8 为例，如果我们不状态压缩，能否正确解答呢？先

来进行一下尝试。尝试 fi表示前 i 行 多能放的骨牌数，我们发现这样的表示方

法太“粗糙”，根本无法表达出行与行之间因放置骨牌产生的细微的变化，这样

的状态表示无法得到正确的递推或状态转移关系。因此我们增加将每行“细化”

为每格的一维，即状态压缩。所以，状态太粗糙以致无法正确转移是状态压缩的

一个动机。 
 
上面的例题“主战场”都是棋盘，未免有些单调，让人产生状态压缩应用不

广泛的想法。下面几个跟图论有关的题目应该会使读者打消这个念头。 
 
 

【例 9】1 
有 n(n≤20)头牛和 m(m≤20)个牧场，每头牛都有若干个喜欢的牧场，它们都

不喜欢和别的牛在同一个牧场，问有多少种分配方案使得每头牛都有自己的牧

场。 
【分析】 

这是个很直观的图论问题，更确切的，题目给出的是一个二分图，而我们要

求这个二分图完备匹配 2 的个数。这是一个 NPH 问题，确切地说是

#PC(#P-Complete)问题。之前 P、NP、NPC 等概念仅对判定性问题(Decision 
Problem)成立，另有函数问题(Function Problem)，#P 就是其中的一类，专门研

究计数问题。而#PC 则是#P 中 难的一类，任何#P 问题都能用对数级空间归约

到#PC。每个#P 问题都有其对应的判定性版本，显然对解的计数要比仅仅判定

是否存在解要困难，因此如果一个#P 问题对应的判定性版本是 NPC 的，则这个

#P 问题一定是 NPH 的。 
既然此例是#PC 的，则它同 NPC/NPH 一样尚未有多项式时间的算法，我们

                                                        
1 题目来源：经典问题；PKU.2441《Arrange the Bulls》 
2 此处的“完备匹配”是指能完全覆盖一边的点的匹配，不要求两边都被完全覆盖。 
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只能退而求其次，来找近似算法或较高速的指数级算法。对于本例，SCR 就是一

种简单可行的指数级确定性算法。 
引例中，我们一行一行地放置棋子，因为那是一种很自然的阶段。类比之，

本题中以牛的编号作为阶段，用一个 m 位的二进制数表示牧场的占用情况，1 表

示已经占用。 
考虑 m=5，状态 s=01101 表示牧场 1、3、4 已经被牛占用。因为我们以牛的

编号作为阶段，所以当前已经考虑到第 3 头牛。当前阶段和之前的阶段有什么关

系呢？其实再次类比引例，我们只要考虑第 3 头牛匹配哪个牧场即可，即： 
 01101 01100 3,1 01001 3,3 00101 3,4* * *f f g f g f g= + +  

其中 g 是 0/1 邻接矩阵。 
 我们做到了不重不漏，因此是正确的。推广到一般情况，得到： 

 
0

( ), 12

1

*is z s is

f

f f g +−

=
=∑  

其中 z(s)表示二进制数 s 中 1 的个数，可以用递推式 z(s)=z(s/2)+s%2 很容易得到。

方程的意义很显然，不再多作叙述， 后的答案就是∑fs (z(s)=n)。分析时间复杂

度，共 2m 个状态，转移耗费 O(n)，故时间复杂度 O(n*2m)，这样，一道和棋盘

没有关系的问题得到了解决1。 
 
 如果感觉上述算法难以理解2，我们可以从另一个角度来重新阐述一下上述算

法。约定 S 表示状态，但不再是一个二进制数，而是一个集合，被占用的牧场的

集合，例如 S={1,3,4}表示牧场 1、3、4 已经被牛占用；|S|表示集合 S 中元素的

个数，例如|{1,3,4}|=3；fS 表示前|S|头牛分别占据集合 S 中的牧场的合法方案数。

同前所述，为了减小问题的规模(递归思想)，我们枚举第|S|头牛占据的牧场，从

而把问题的规模减小为|S|-1。再以 S={1,3,4}为例，此时第 1,3,4 号牧场被占据，

我们枚举第|S|=3 头牛的匹配方案，即(3,1)、(3,3)、(3,4)这 3 种，不重不漏，得： 

3,4 3,3 3,1{1,3,4} {1,3} {1,4} {3,4}* * *= + +f f g f g f g  

此式比用二进制的表示方法意义更加明显，一般地有： 

 
{}

| |,

1

*S S x S x
x S

f

f f g−
∈

=

=∑  

后结果是∑fS (|S|=n)。对于本题，从集合的角度理解起来比二进制更加直观，

对于后面的几个图论方面的题目亦是如此3。当然，这种思路实现起来依然是要

用二进制的。 
 
 
 
【例 10】4 

给出一个有向图(n≤20)，求这个图的合法的拓扑序列的个数。 

                                                        
1 本题还可以进行推广，求一个二分图边数为 k 的匹配的个数，留给读者思考。 
2 如果读者从头一直认真地看到这里，真的会难以理解么……？其实是为下文作铺垫… 
3 请读者尝试从集合的角度理解前面的例题 
4 题目来源：经典问题 
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【简析】 
 相比上题，本题更容易确定状态：状态 S 表示当前已经访问过的节点的集合，

fS 表示访问过 S 中的点的合法的拓扑序的个数。有了合适的状态表示，再联系递

推的一般思路，我们发现只需要枚举 后到达的点即可，具体细节留给读者思考。 
 
 
【例 11】1 
 给出 n(n≤15)个字符串，求一个 短的串 S，使得给出的那些串都是 S 的子

串。如果有多个解输出字典序 小的一个。 
 
【分析】 

初看题目，很难想像这和图论有什么关系。我们一步一步来分析。 
首先可以想到的是，如果某个串 s1 是另外一个串 s2 的子串，则可以将 s1 除

去不考虑，这样可以减小问题的规模2。 

                                                        
1 题目来源：经典问题(Shortest Common Superstring)；PKU.1795《DNA Laboratory》 
2 事实上，此算法的正确性依赖于这个看似显然的步骤。 



 



例3.cpp

例3.cpp
/*

在n*n(n≤10)的棋盘上放k个国王(可攻击相邻的8个格子)，求使它们无法互相攻击的方案数。

*/



/*

Sol :SCR

Time:O(n*pn*num^2)

Spc :O(pn*num)

*/

#include<cstdio>

#include<cstring>



const int maxn=11,maxs=200;



int n,pn,s[maxs],c[maxs];

long long f[2][maxs][(maxn/2)*(maxn/2)],ans=0;



void dfs(int p,int last,int now,int cnt)

{

    if(p==n){s[++s[0]]=now,c[s[0]]=cnt; return;}

    dfs(p+1,0,now*2,cnt);

    if(!last)dfs(p+1,1,now*2+1,cnt+1);

}



int main()

{

    scanf("%d%d",&n,&pn);

    if(pn>((n+1)/2)*((n+1)/2)){printf("0\n");return 0;}

    

    dfs(0,0,0,0);

    f[0][1][0]=1;

    for(int i=1;i<=n;i++)

    {

        for(int j=1;j<=s[0];j++)

            for(int k=c[j];k<=pn;k++)

                for(int p=1;p<=s[0];p++)

                    if(!(s[p]&s[j])&&!(s[p]&(s[j]<<1))&&!(s[p]&(s[j]>>1))&&k-c[j]>=c[p])

                        f[i&1][j][k]+=f[1-i&1][p][k-c[j]];

        memset(f[1-i&1],0,sizeof(f[1-i&1]));

    }

    for(int i=1;i<=s[0];i++)ans+=f[n&1][i][pn];

    printf("%I64d\n",ans);

    

    return 0;

}





例4.cpp

例4.cpp
/*

给出一个n*m(n<=100,m<=10)的棋盘，一些格子('H')不能放置棋子。求最多能在棋盘上放置多少个棋子，使得每一行及每一列的任两个棋子距离大于等于2。



Sample Input

5 4

PHPP

PPHH

PPPP

PHPP

PHHP



Sample Output

6



http://acm.pku.edu.cn/JudgeOnline/problem?id=1185

*/



/*

Sol :SCDP

    f[i][j][k]表示第i行状态为s[j]，第i-1行状态为s[k]的最大放置数

    f[i][j][k]=max{f[i-1][k][l]}+c[j],要求s[j],s[k],s[l]互不冲突。

Time:O(n*num^3)s为一行的状态总数。对于m=10，sum=60

Spc :O(n*num^2)，滚动数组后O(num^2)

*/



#include<cstdio>

const int ms=61,mn=101,mm=11;



int n,m,ans=0,s[ms],c[ms],a[mn],f[2][ms][ms];

char tmp[mm];



void dfs(int p,int spc,int now,int cnt)

{

    if(p==m){s[++s[0]]=now,c[s[0]]=cnt;return;}

    dfs(p+1,spc+1,now*2,cnt);

    if(spc>=2)dfs(p+1,0,now*2+1,cnt+1);

}



int main()

{

    scanf("%d%d",&n,&m);

    dfs(0,2,0,0);

    for(int i=1,ch;i<=n;i++)

    {

        scanf("%s",tmp+1);

        for(int j=1;j<=m;j++)

            a[i]=a[i]*2+(tmp[j]=='H');

        for(int j=1;j<=s[0];j++)

            if(!(s[j]&a[i]))

                for(int k=1;k<=s[0];k++)

                    if(!(s[k]&(s[j]|a[i-1])))

                        for(int l=1;l<=s[0];l++)

                            if(!(s[l]&(a[i-2]|s[k]|s[j])))

                                if(f[i&1][j][k]<f[1-i&1][k][l]+c[j])

                                {

                                    f[i&1][j][k]=f[1-i&1][k][l]+c[j];

                                    if(f[i&1][j][k]>ans)ans=f[i&1][j][k];

                                }

    }

                                

    printf("%d\n",ans);

    return 0;

}





例5_SCR.cpp

例5_SCR.cpp
/*

给出n*m (1≤n、m≤11)的方格棋盘，用1*2的长方形骨牌不重叠地覆盖这个棋盘，求覆盖满的方案数。



PKU.2411

*/



/*

Sol :SCR

Time:maxn*0.85*2.414^maxn

Spc :maxn^2*2^maxn

*/



#include<cstdio>

const int mn=11+1,ms=2048;

int n,m;

long long f[mn][mn][ms];



void dfs(int p,int s1,int s2)

{

    if(p>=mn)return;

    f[n][p][s1]+=f[n-1][p][s2];

    dfs(p+1,s1*2,s2*2+1);

    dfs(p+1,s1*2+1,s2*2);

    dfs(p+2,s1*4+3,s2*4+3);

}



int main()

{

    for(m=1;m<mn;m++)f[0][m][(1<<m)-1]=1;

    for(n=1;n<mn;n++)dfs(0,0,0);

    while(1)

    {

        scanf("%d%d",&n,&m);

        if(!n)return 0;

        printf("%I64d\n",f[n][m][(1<<m)-1]);

    }

}





例5_矩阵.cpp

例5_矩阵.cpp
/*

给出n*m (m<=10,n<2^31)的方格棋盘，用1*2的长方形骨牌不重叠地覆盖这个棋盘，求覆盖满的方案数。

*/



/*

Sol :SC+MatrixPower

Time:Omega(4^m*logn)

Spc :O(4^m)

*/



#include<cstdio>

const int mlog=32,mnot0=200000,maxs=1<<10,mod=10000;

typedef int matrix[maxs][maxs];

struct element

{

    int p,q,key;

};

struct sm

{

    element data[mnot0];

    int hp[maxs],size;

    void convert(matrix a);

}tmp[2],sg;

int n,m,ms,sp=0;

matrix tm;

bool bin[mlog];



void dfs(int p,int s1,int s2)

{

    if(p>m)return;

    if(p==m)tm[s1][s2]++;

    dfs(p+1,s1*2,s2*2+1);

    dfs(p+1,s1*2+1,s2*2);

    dfs(p+2,s1*4+3,s2*4+3);

}



void sm::convert(matrix a)

{

    size=0;

    for(int i=0,j,flg;i<ms;i++)

        for(j=0,hp[i]=0,flg=1;j<ms;j++)

            if(a[i][j])

            {

                data[++size]=(element){i,j,a[i][j]};

                if(flg)hp[i]=size,flg=0;

            }

}



void multiply(sm &a,sm &b,sm &c)

{

    for(int i=0;i<ms;i++)

        for(int j=i;j<ms;j++)

            tm[i][j]=tm[j][i]=0;

    for(element *da=a.data+1,*db;da<=a.data+a.size;da++)

        for(db=b.data+b.hp[da->q];da->q==db->p && db<=b.data+b.size;db++)

            tm[da->p][db->q]+=da->key*db->key,

            tm[da->p][db->q]%=mod;

    c.convert(tm);

}



int main()

{

    scanf("%d%d",&n,&m);

    if(n&m&1){printf("0\n");return 0;}

    if(n<m)n^=m,m=n^m,n^=m;

    dfs(0,0,0);

    

    ms=1<<m;    

    sg.convert(tm);

    for(int tn=n;tn;bin[++sp]=tn&1,tn/=2);

    tmp[sp&1]=sg;

    for(int i=sp-1;i>=1;i--)

    {

        multiply(tmp[i&1^1],tmp[i&1^1],tmp[i&1]);

        if(bin[i])multiply(tmp[i&1],sg,tmp[i&1]);

    }

    printf("%d\n",tmp[1].data[tmp[1].size].key);

    return 0;

}





例6.cpp

?6.cpp
/*

131. Hardwood floor 

Time Limit: 0.5 sec, Memory Limit: 600 KB 



The banquet hall of Computer Scientists' Palace has a rectangular form of the size M x N (1<=M<=9, 1<=N<=9). It is necessary to lay hardwood floors in the hall. There are wood pieces of two forms:

1) rectangles (2x1) 

2) corners (squares 2x2 without one 1x1 square) 

You have to determine X - the number of ways to cover the banquet hall. 

Remarks. The number of pieces is large enough. It is not allowed to leave empty places, or to cover any part of a surface twice, or to saw pieces.



Input

The first line contains natural number M. The second line contains a natural number N. 



Output

First line should contain the number X, or 0 if there are no solutions. 



Sample Input

2 3

Sample Output

5

*/



/*

Sol :SCR

Time:...

Spc :O(2^m)

*/

#include<cstdio>

#include<cstring>

const int mn=9;

int ln,n,m;

long long f[2][1<<mn];



void dfs(int p,int s1,int s2,bool b1,bool b2)

{

    if(p>m)

    {

        if(!b1&!b2)f[ln&1][s1]+=f[1-ln&1][s2];

        return;

    }

    if(!b1&!b2)

    {

        dfs(p+1,s1*2+1,s2*2,0,0);

        dfs(p+1,s1*2+1,s2*2,1,0);

        dfs(p+1,s1*2+1,s2*2,0,1);

    }

    if(!b1)

    {

        dfs(p+1,s1*2+1,s2*2+1-b2,1,0);

        dfs(p+1,s1*2+1,s2*2+1-b2,1,1);

    }

    if(!b2)

        dfs(p+1,s1*2+b1,s2*2,1,1);

    dfs(p+1,s1*2+b1,s2*2+1-b2,0,0);

}

int main()

{

    scanf("%d%d",&n,&m);

    if(n<m)n^=m,m=n^m,n^=m;

    f[0][(1<<m)-1]=1;

    for(ln=1;ln<=n;ln++)

    {

        dfs(1,0,0,0,0);

        memset(f[1-ln&1],0,sizeof(f[0]));

    }

    printf("%I64d\n",f[n&1][(1<<m)-1]);



    return 0;

}





例7.cpp

例7.cpp
/*

给出n*m(n,m≤10)的方格棋盘，用1*r的长方形骨牌不重叠地覆盖这个棋盘，求覆盖满的方案数。

*/



/*

Sol :SCR

Time:...

Spc :...

*/

#include<cstdio>

#include<cstring>

const int maxs=10000000;

int r,n,m,ln,p[15]={1};

long long f[2][maxs];



void dfs(int d,int s1,int s2)

{

    if(d>m)return;

    if(d==m){f[ln&1][s1]+=f[ln&1^1][s2];return;}

    for(int i=0;i<r;i++)dfs(d+1,s1*r+i,s2*r+(i+1)%r);

    dfs(d+r,s1*p[r]+p[r]-1,s2*p[r]+p[r]-1);

}



int main()

{

    scanf("%d%d%d",&r,&n,&m);

    if(n%r && m%r){printf("0\n");return 0;}

    if(n<m)n^=m,m=n^m,n^=m;

    for(int i=1;i<=m;i++)p[i]=p[i-1]*r;

    f[0][p[m]-1]=1;

    for(ln=1;ln<=n;ln++)

    {

        dfs(0,0,0);

        for(int i=0;i<p[m];f[ln&1^1][i++]=0);

    }

    printf("%I64d\n",f[n&1][p[m]-1]);

    return 0;

} 





例8.cpp

例8.cpp
/*

给出n*m(n≤150,m≤10)的棋盘，要在上面放置2*3的骨牌，有一些方格无法放置，求最多能放置多少个。

*/

/*

Sol :SCR

Time:...

Spc :O(3^m)

*/

/*

   i  i-1

0: 1   1

1: 0   1

2: 0   0 

*/

#include<cstdio>

#include<cstring>

int n,m,k,t,x,y,p;

bool f1[152][12],f2[152][12];

unsigned char a[2][59050];



void dfs(int x,int s1,int s2,int n)

{

    if(x>m+1)return;

    if(x==m+1){a[p&1][s1]>?=a[1-p&1][s2]+n; return;}

    if(f1[p][x])dfs(x+3,s1*27,s2*27+13,n+1);

    if(f2[p][x])dfs(x+2,s1*9,s2*9+8,n+1);

    dfs(x+1,s1*3+2,s2*3+1,n);

    dfs(x+1,s1*3+1,s2*3,n);

    dfs(x+1,s1*3,s2*3,n);

}



int main()

{

    scanf("%d",&t);

    while(t--)

    {

        scanf("%d%d%d",&n,&m,&k);

        memset(a[1],0,sizeof(a[0]));

        memset(f1,1,sizeof(f1));

        memset(f2,1,sizeof(f2));

        while(k--)

        {

            scanf("%d%d",&x,&y);

            for(int i=0;i<2;i++)

                for(int j=0;j<3;j++)

                {

                    if(y-j>=0)f1[x+i][y-j]=0;

                    if(y-i>=0)f2[x+j][y-i]=0;

                }

        }

        for(int i=0;i<12;i++)f2[2][i]=0;

        for(p=2;p<=n;p++)

        {

            memset(a[p&1],0,sizeof(a[0]));

            dfs(1,0,0,0);

        }

        printf("%d\n",a[n&1][0]);

    }

}

        





例9.cpp

例9.cpp
/*

有n(n≤20)头牛和m(m≤20)个牧场，每头牛都有若干个喜欢的牧场，它们都不喜欢和别的牛在同一个牧场

问有多少种分配方案使得每头牛都有自己的牧场。

*/

/*

Sol : SCR

Time: O(n*2^m)

Spc : O(2^m)

*/

#include<cstdio>

const int mn=20;

int n,m,f[1<<mn]={1},g[mn+1][mn+1];

char z[1<<mn];

int main()

{

    scanf("%d%d",&n,&m);

    if(n>m){puts("0");return 0;}

    for(int i=1,t1,t2;i<=n;i++)

    {

        scanf("%d",&t1);

        while(t1--)scanf("%d",&t2),g[i][t2]=1;

    }

    int c=0;

    for(int i=1,p,ms=1<<m;i<ms;i++)

    {

        p=z[i]=z[i>>1]+(i&1);

        if(p>n)continue;

        for(int ti=i,j=0;ti;ti>>=1,j++)

            if(ti&1&&g[p][j+1])f[i]+=f[i^(1<<j)];

        if(p==n)c+=f[i];

    }

    printf("%d\n",c);

    return 0;

}





引例.cpp

引例.cpp
/*

在n*n(n≤20)的方格棋盘上放置n个车(可以攻击所在行、列)，求使它们不能互相攻击的方案总数。

*/



/*

Sol :SCR

Time:O(n*2^n)

Spc :O(2^n)

*/



#include<cstdio>

const int maxs=1<<20;

int n,ms;

long long f[maxs]={1};



int main()

{

    scanf("%d",&n);

    ms=1<<n;

    for(int i=1;i<ms;i++)

        for(int t=i;t;t-=t&-t)

            f[i]+=f[i^(t&-t)];

    printf("%I64d\n",f[ms-1]);

    return 0;

}





SCS.cpp

SCS.cpp
/*

给出n(n≤15)个字符串，求一个最短的串S，使得给出的那些串都是S的子串。

如果有多个解输出字典序最小的一个。

http://acm.pku.edu.cn/JudgeOnline/problem?id=1795

*/

/*

Sol :SCDP

Time:O(n^2*2^n)

Spc :O(n*2^n)

*/

#include<iostream>

using namespace std;

const int mn=15,ms=1<<15,ml=100+2,inf=1<<30;



int n,test,idx[mn],d[mn+1][mn],f[mn][ms],p[mn+1]={1},e[ms+1],l[mn];

char s[mn][ml];



int main()

{

    scanf("%d",&test);

    for(int i=1;i<=mn;i++)p[i]=p[i-1]*2,e[p[i]]=i;

    for(int tn=1;tn<=test;tn++)

    {

        scanf("%d",&n);

        for(int i=0;i<n;idx[i]=i,i++)scanf("%s",s[i]);

        for(int i=0;i<n;i++)

            for(int j=0;j<n;j++)

                if(i!=j&&strstr(s[idx[j]],s[idx[i]])){idx[i--]=idx[n--];break;}

        for(int i=0;i<n;l[i]=strlen(s[idx[i]]),i++);

        for(int i=0,ml;i<n;i++)

            for(int j=0;j<n;j++)

                {

                    d[i][j]=0,ml=min(l[i],l[j]);

                    for(int p=l[i]-ml;p<l[i];p++)

                        if(strstr(s[idx[j]],s[idx[i]]+p)==s[idx[j]]){d[i][j]=l[i]-p; break;}

                }

        

        for(int i=1,j;i<p[n];i++)

            for(int ti=i,t1,p1;ti;ti^=t1)

            {

                t1=ti&-ti, j=i^t1, p1=e[t1];

                f[p1][i]=(t1==i?l[p1]:inf);

                for(int tj=j,t2,p2;tj;tj^=t2)

                {

                    t2=tj&-tj, p2=e[t2];

                    f[p1][i]<?=f[p2][j]+l[p1]-d[p1][p2];

                }

            }

            

        printf("Scenario #%d:\n",tn);

        for(int ml,mp,ts,tmp,tp,tl,lp=15,st=p[n]-1;st;lp=mp,st^=p[mp])

        {

            char *mstr;

            for(ml=inf,ts=st;ts;ts^=tmp)

            {

                tmp=ts&-ts,tp=e[tmp],tl=f[tp][st]-d[lp][tp];

                char *tstr=s[idx[tp]]+d[lp][tp];

                if(tl<ml||tl==ml&&strcmp(tstr,mstr)<0)

                    ml=tl,mp=tp,mstr=tstr;

            }

            printf("%s",mstr);

        }

        printf("\n\n");

    }

    return 0;

}





例1.cpp

例1.cpp
/*

在n*n(n≤20)的方格棋盘上放置n个车，某些格子不能放，求使它们不能互相攻击的方案总数。

*/



/*

Sol :SCR

Time:O(n*2^n)

Spc :O(2^n);

*/



#include<cstdio>

const int maxn=20+1,maxs=1<<20;



int n,m,a[maxn],p[maxn]={1};

long long f[maxs]={1};



int main()

{

    for(int i=1;i<maxn;i++)p[i]=p[i-1]*2;

    scanf("%d%d",&n,&m);

    for(int i=1,x,y;i<=m;i++)

    {

        scanf("%d%d",&x,&y);

        a[x]+=p[y-1];

    }

    for(int i=1,t,c;i<p[n];i++)

    {

        for(c=0,t=i;t;c++,t-=t&-t);

        for(t=i&~a[c];t;t-=t&-t)

            f[i]+=f[i^(t&-t)];

    }

    

    printf("%I64d\n",f[p[n]-1]);

    return 0;

}





例2.cpp

例2.cpp
/*

给出一个n*m的棋盘(n、m≤80,n*m≤80)，要在棋盘上放k(k≤20)个棋子，使得任意两个棋子不相邻。

每次试验随机分配一种方案，求第一次出现合法方案时试验的期望次数，答案用既约分数表示。

*/



/*

Sol :SCR

    因为n,m<=80,n*m<=80，所以有m<=8或n<=8，假设m<=n.

    f[i][j][k]表示第i行状态为s[j]，前i行共放k个棋子的方案数。

    f[i][j][k]=sigma{f[i-1][p][k-c[j]]}，s[j]&s[p]==0

Time:O(n*pn*num^2)

Spc :O(pn*num)

*/

#include<cstdio>

#include<cstring>

const int maxs=100,maxm=81,maxpn=21;



typedef long long LL;

int n,m,pn,s[maxs],c[maxs];

LL f[2][maxs][maxpn],x1,x2,g;



void dfs(int p,int last,int now,int cnt)

{

    if(p==m){s[++s[0]]=now,c[s[0]]=cnt;return;}

    dfs(p+1,0,now*2,cnt);

    if(!last)dfs(p+1,1,now*2+1,cnt+1);

}



LL gcd(LL a,LL b)

{

    return !b?a:gcd(b,a%b);

}



LL calc_com(int n,int m)

{

    LL denom=1,numer=1;

    for(int i=2;i<=m;i++)denom*=i;

    for(int i=n-m+1;i<=n;i++)

    {

        numer*=i;

        g=gcd(numer,denom);

        numer/=g,denom/=g;

    }

    return numer;   

}



int main()

{

    scanf("%d%d%d",&n,&m,&pn);

    if(n<m)n^=m,m=n^m,n^=m;

    dfs(0,0,0,0);

    

    f[0][1][0]=1;

    for(int i=1;i<=n;i++)

    {

        for(int j=1;j<=s[0];j++)

            for(int k=c[j];k<=pn;k++)

                for(int p=1;p<=s[0];p++)

                    if(!(s[p]&s[j]) && k-c[j]>=c[p])

                        f[i&1][j][k]+=f[1-i&1][p][k-c[j]];

        memset(f[1-i&1],0,sizeof(f[1-i&1]));

    }

    for(int i=1;i<=s[0];i++)x1+=f[n&1][i][pn];

    if(!x1){printf("Impossible!");return 0;}

    x2=calc_com(n*m,pn),g=gcd(x2,x1);

    printf("%I64d/%I64d\n",x2/g,x1/g);

    return 0;

}



