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多角度思考 创造性思维

----运用树型动态规划的解题思路和方法的探析

关键字

树结构 动态规划 信息学奥赛

摘要

在近几年信息学竞赛中，需要运用树型动态规划解决的问题频繁出现，这些问题变化
繁多、各类思想精华渗透其中，对选手分析问题的能力和解题创造性思维有着较高的要求
因此它在竞赛中占据了重要地位。

本文将分析近几年国际比赛、全国比赛中的树型动态规划问题，重点探讨几种树型动
态规划问题的解法，并从这些问题的分析过程中，提炼出解决这类问题的思想方法——多
角度思考，创造性思维。旨在论述解决问题的思维过程，而不仅仅是解题方法。

正文

信息学竞赛中通常会出现这样的问题：给一棵树，要求以最少的代价（或取得最大收
益）完成给定的操作。有很多问题都是在树和最优性的基础上进行了扩充和加强，从而变
成了棘手的问题。

这类问题通常规模较大，枚举算法的效率无法胜任，贪心算法不能得到最优解，因此
要用动态规划解决。

和一般动态规划问题一样，这类问题的解决要考虑 3 步。

1、确立状态
几乎所以的问题都要保存以某结点为根的子树的情况，但是要根据具体问题考虑是否

要加维，加几维，如何加维。

2、状态转移
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状态转移的变化比较多，要根据具体问题具体分析，这也是本文例题分析的重点。

3、算法实现
由于树的结构，使用记忆化搜索比较容易实现。

由于模型建立在树上，即为树型动态规划。
顾名思义，树型动态规划就是在“树”的数据结构上的动态规划。
大部分动态规划题都是线性的，线性的动态规划有二种方向，既向前和向后，相应的

线性的动态规划有二种方法，既顺推与逆推。而树型动态规划是建立在树上的，也相应的
有两个方向：
1． 根—>叶：既根传递有用的信息给子节点，完后根得出最优解的过程。
2． 叶－>根：既根的子节点传递有用的信息给根，完后根得出最优解的过程。这类的习题
比较的多，应用比较广泛

当然，还有一类问题，同时需要两种遍历方向，本文的第一题就属于这类。

问题描述

Chris 家的电话铃响起了，里面传出了 Chris 的老师焦急的声音：“喂，是 Chris 的家长
吗？你们的孩子又没来上课，不想参加考试了吗？”一听说要考试，Chris 的父母就心急如
焚，他们决定在尽量短的时间内找到 Chris。他们告诉 Chris 的老师：“根据以往的经验，
Chris 现在必然躲在朋友 Shermie 或 Yashiro 家里偷玩《拳皇》游戏。现在，我们就从家出发去
找 Chris，一但找到，我们立刻给您打电话。”说完砰的一声把电话挂了。

Chris居住的城市由 N 个居住点和若干条连接居住点的双向街道组成，经过街道 x 需花
费 Tx 分钟。可以保证，任两个居住点间有且仅有一条通路。Chris 家在点 C，Shermie 和
Yashiro 分别住在点 A 和点 B。Chris      的老师和      Chris      的父母都有城市地图，但      Chris      的父母  

知道点      A  、  B  、  C      的具体位置而      Chris      的老师不知  。
为了尽快找到 Chris，Chris 的父母会遵守以下两条规则：

 如果A距离 C 比 B距离 C 近，那么 Chris 的父母先去 Shermie 家寻找 Chris，如果
找不到，Chris 的父母再去Yashiro 家；反之亦然

 Chris 的父母总沿着两点间唯一的通路行走。

显然，Chris 的老师知道 Chris 的父母在寻找 Chris 的过程中会遵守以上两条规则，但由
于他并不知道A，B，C 的具体位置，所以现在他希望你告诉他，最坏情况下 Chris 的父母
要耗费多长时间才能找到 Chris？
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例如上图，这座城市由 4 个居住点和 3条街道组成，经过每条街道均需花费 1 分钟时
间。假设 Chris住在点 C，Shermie住在点 A，Yashiro住在点 B，因为 C 到 B 的距离小于 C

到 A 的距离，所以 Chiris 的父母会先去Yashiro 家寻找 Chris，一旦找不到，再去 Shermie 家
寻找。这样，最坏情况下 Chris 的父母需要花费 4 分钟的时间才能找到 Chris。

输入输出

输入文件 hookey.in 第一行是两个整数 N（3  N  200000）和 M，分别表示居住点总
数和街道总数。以下M 行，每行给出一条街道的信息。第 i+1 行包含整数 Ui、Vi、Ti（1Ui, Vi

 N，1  Ti  1000000000），表示街道 i连接居住点 Ui 和 Vi，并且经过街道 i 需花费 Ti 分
钟。街道信息不会重复给出。
输出文件 hookey.out 仅包含整数 T，即最坏情况下 Chris 的父母需要花费 T 分钟才能找

到 Chris。

分析

问题抽象

本题题意很明确，即在一棵树中，每条边都有一个长度值，现要求在树中选择 3 个点
X、Y、Z，满足X 到 Y 的距离不大于 X 到 Z 的距离，且X 到 Y 的距离与 Y 到 Z 的距离之和
最大，求这个最大值。

粗略分析

很显然，该题的结构模型是一棵树，而且数据量很大，很容易把这题的方法向在树形
结构上使用动态规划上靠拢。考虑任意节点 a 时，很容易发现，如果以这个点作为题目中要
求的节点 Y，那么只需要求出离这点最远的两个节点即可。但是在树形结构上，计算出离某
个节点最远的两个节点需要 )(nO 的复杂度，而我们并不知道哪个点是答案中的节点 Y，
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所以必须枚举这个点，这样一来，时间复杂度就成了
)( 2nO

，在 N=200000 时会严重超时，

因此这个方法是不可行的。
枚举 Y 点的话，会超时，是否就无法加上枚举的思想呢？可以多尝试一些思路。观察

这样一棵树：

可以把点 3 当作点 X，点 1 当作点 Y，点 6 当作点 Z，这样就可以得到最大值了。因为|

XY|=|YX|，故只需考虑 YX 和 YZ 这两条路就可以了。在图中来观察这两条路，可以发现分
别是这样走的：YX：123，YZ：1246。来比较这两条路的行程，可以发现，都
是从 1先到 2，然后再分开走各自的路，而且满足从 2 以后的经过的节点，没有重复的节点。
为了方便，我们形象地将点 2称为分叉点。如果枚举分叉点，能不能得到一个高效的算法呢？
来尝试分析这种想法。

枚举分叉点

将某个点 a 当作分叉点时，以其为根构造一棵树，对节点 Y，就有两种情况：Y 就是
节点 a；Y 在 a 的某个孩子节点的子树上。对于情况 1，可以把它转化为情况 2，只需给 a 加
一个空的孩子节点，认为它和 a之间的距离是 0 即可。既然 a 是分叉点，那么X 和 Z 就不能
在同一棵子树上，X 和 Y，Y 和 Z 也不能在同一棵子树上。题目中要求的是使|XY|+|YZ|最大，
也就是要求 2|Ya|+|Za|+|Xa|最大。至此，思路已完全明确，对于以 a 为分叉点的情形，只需
求出到 a 的最远的 3 个点，而且这 3 个点分别处于 a 的 3 棵不同的子树之中。如果采用枚举
分叉点的方法的话，每次都需要

)(nO
的计算才行，时间复杂度就又成了

)( 2nO
。

两次遍历

这里，需要改变一下思路。以点 1 为根，计算出要求的值后，不去枚举其它的节点，而
把这棵树再遍历一遍，进行一次 BFS，深度小的先访问，深度大的后访问，就保证了访问
到某一个节点的时候，其父亲节点已经被访问过了。假设我们现在访问到了点 a，我们现在
要求的是距点 a 的 3 个最远的点，且这 3 个点到 a 的路径上不经过除 a 外的相同节点。显然，
这 3 个点要么位于以 a 为根的子树中，要么位于以 a 为根的子树外。如果在以 a 为根的子树
外，那么是一定要通过 a 的父亲节点与 a 相连的。至此，思路逐渐清晰起来。此次遍历时，
对于点 a，检查其父亲节点，只需求出到其父亲节点的最远的，且不在以 a 为根的子树中的
那点即可，再与第一次遍历求得的值进行比较，就可以求出以该点为分叉点时，|XY|+|YZ|
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的最大值了。具体方法为，每个点记录最大的两个值，并记录这最大的两个值分别是从哪
个相邻节点传递来的。当遍历到其某个孩子节点时，只需检查最大值是否是从该孩子节点
传递来的，如果是，就取次大值，如果不是，就可以取最大值。这样一来，该算法的时间
复杂度和空间复杂度都为 )(nO ，是个非常优秀的算法。

注意

这里提醒大家注意一点，计算过程中的值和最后的结果可能会超过长整型的范围，所
以这里需要使用 int64 或者 double 类型。

对于树必须进行两次遍历，才能求得最终的最大值。该例题的分析中提出了分叉点的
想法，是比较具有创造性的，需要从多个角度思考。因此，在平时的练习中，当对一道题
目束手无策时，可从多个角度思考，创造新思维，使题目得到解决。此题遍历两次的方法
具有普遍性，在许多题目中都可以得到应用：记录最大的两个值，并记录是从哪个节点传
递来的思想方法。这种遍历两次和记录最大的多个值的思想是值得学习的，也是动态规划
在树上进行使用的经典方法。

本题的树型动态规划复杂度是线形的，但是也有一部分问题，在线形的时间内无法出
解。这类问题的变化更多，从状态的确立到状态的转移，都对思考角度有着更高的要求。这
里先举 2 个例子来说明。

问题描述

几乎整个 Byteland王国都被森林和河流所覆盖。小点的河汇聚到一起，形成了稍大点
的河。就这样，所有的河水都汇聚并流进了一条大河，最后这条大河流进了大海。这条大河
的入海口处有一个村庄——名叫 Bytetown。

在 Byteland 国，有 n 个伐木的村庄，这些村庄都座落在河边。目前在 Bytetown，有一
个巨大的伐木场，它处理着全国砍下的所有木料。 木料被砍下后，顺着河流而被运到
Bytetown 的伐木场。Byteland 的国王决定，为了减少运输木料的费用，再额外地建造 k 个伐
木场。这 k 个伐木场将被建在其他村庄里。这些伐木场建造后，木料就不用都被送到
Bytetown 了，它们可以在 运输过程中第一个碰到的新伐木场被处理。 显然，如果伐木场座
落的那个村子就不用再付运送木料的费用了。它们可以直接被本村的伐木场处理。
注意：所有的河流都不会分叉，也就是说，每一个村子，顺流而下都只有一条路——

到 bytetown。
国王的大臣计算出了每个村子每年要产多少木料，你的任务是决定在哪些村子建设伐

木场能获得最小的运费。其中运费的计算方法为：每一块木料每千米 1 分钱。
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    编一个程序：
1．从文件读入 村子的个数，另外要建设的伐木场的数目，每年每个村子产的木料的

块数以及河流的描述。
2．计算最小的运费并输出。

输入输出

第一行 包括两个数 n（2<=n<=100），k（1<=k<=50,且 k<=n）。n 为村庄数，k 为要建
的伐木场的数目。除了 bytetown 外，每个村子依次被命名为 1，2，3……n，bytetown被命
名为 0。
接下来 n 行，每行包涵 3 个整数
wi——每年 i村子产的木料的块数 0020（0<=wi<=10000）
vi——离 i村子下游最近的村子（或 bytetown）（0<=vi<=n）
di——vi 到 i 的距离(km)。（1<=di<=10000）

输出包含一行，即最小的运费。

保证每年所有的木料流到 bytetown 的运费不超过 2000，000，000 分
50％的数据中 n 不超过 20。

分析

问题抽象

本题的题意很明确，即建立 k 个伐木厂，使得把所有木材运送到最近的祖先伐木厂的
费用最小。

由于题目给定的是一棵树，数据规模又比较大，很容易联想到树型动态规划。

状态的确立

首先必须有的是当前点及以当前点为根的子树中，一共建立了多少伐木厂，但是这显
然是不够的，因为这个状态中没有任何与伐木厂位置相关的信息。因此我们还需要再加一
维。加上有关伐木厂的位置的信息。综上，状态定为用 )_,,( klefttofromf 表示把以 from

为根的子树中建立 kleft 个伐木厂，把木材全部运送到最近的祖先伐木厂，所需要的费用，
并且 from 有一个祖先伐木厂为 to_。（注意到这里 to_仅仅是 from 的祖先伐木厂，而未必是
from 的最近祖先伐木厂，这是为什么呢？）

这个状态虽然是 3 维的，但是非常清晰，为我们写状态转移方程提供了很大的方便。
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状态的转移

状态转移分 2 种情况讨论：在 from 建立伐木厂和不在 from 建立伐木厂。
在 from 建立伐木厂：
即分配 kleft 个伐木厂给 from 的子结点，使得费用最小。这分配的过程，也就相当于背

包问题。
),,(),1(1),(1 jfromsonfjkihkih   h1 是用来解背包问题的临时数组，son

是 from 的儿子结点。
不在 from 建立伐木厂：
依然是分配 kleft 个伐木厂给 from 的子结点，使得费用最小。不过不同的是，权不是

),,( jfromsonf 而是 )_,,( jtosonf ，因为 from处不一定有伐木厂。
)_,,(),1(2),(2 jtosonfjkihkih   h2 是用来解背包问题的临时数组，son 是

from 的儿子结点。
最后 )},_(2),,_(1min{)_,,( kleftnumsonhkleftnumsonhklefttofromf 

由状态转移也可以看出把 to_设成 from 的祖先伐木厂，而不是 from 最近的祖先伐木厂
的好处：转移简便。适当放宽对状态的限制，可以简化转移。

效率分析

由于状态是 3 维的，而转移时需要枚举 k、son、和 j，j 的总数是 n，son 的总数也是 n，
所以虽然要枚举 3 个，但是总的运算量是一定的，时间复杂度为

)( 3knO
。

本题的树型动态规划的解法与上题有不同，它是多维的，要通过分析建立状态，而在
兄弟结点之间又要通过类似背包问题的思想进行第二次动态规划，而不是单一的求取最大
值或求和等操作，难度又上了一层。本题所运用的思想，如动态规划加一维、兄弟结点之间
进行第二次动态规划等，在信息学奥赛这都有广泛的运用。

由于树结构的特殊性，使得一些时空复杂度看上去比较高的问题，经过均摊分析，降
低了时空复杂度，从而得到解决。时空复杂度的均摊分析在树型结构中有着广泛应用，来
看这样一个例题。
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问题描述

网络已经成为当今世界不可或缺的一部分。每天都有数以亿计的人使用网络进行学习、
科研、娱乐等活动。然而，不可忽视的一点就是网络本身有着庞大的运行费用。所以，向使
用网络的人进行适当的收费是必须的，也是合理的。

MY 市 NS 中学就有着这样一个教育网络。网络中的用户一共有 2N 个，编号依次为 1, 2,
3, …, 2N。这些用户之间是用路由点和网线组成的。用户、路由点与网线共同构成一个满二叉
树结构。树中的每一个叶子结点都是一个用户，每一个非叶子结点（灰色）都是一个路由
点，而每一条边都是一条网线（见下图，用户结点中的数字为其编号）。

MY网络公司的网络收费方式比较奇特，称为“配对收费”。即对于每两个用户 i,  j (1≤i <
j ≤2N ) 进行收费。由于用户可以自行选择两种付费方式 A、B 中的一种，所以网络公司向学
校收取的费用与每一位用户的付费方式有关。该费用等于每两位不同用户配对产生费用之
和。

为了描述方便，首先定义这棵网络树上的一些概念：

祖先：根结点没有祖先，非根结点的祖先包括它的父亲以及它的父亲的祖先；

管辖叶结点：叶结点本身不管辖任何叶结点，非叶结点管辖它的左儿子所管辖的叶结
点与它的右儿子所管辖的叶结点；

距离：在树上连接两个点之间的用边最少的路径所含的边数。

对于任两个用户 i, j (1≤i<j≤2N  )，首先在树上找到与它们距离最近的公共祖先：路由点
P，然后观察 P 所管辖的叶结点（即用户）中选择付费方式 A 与 B 的人数，分别记为 nA 与
nB，接着按照网络管理条例第 X章第 Y条第 Z款进行收费（如下表），其中 Fi, j 为 i 和 j之
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间的流量，且为已知量。

I付费方式 J付费方式 nA 与 nB 大小关系 付费系数 k 实际付费

A A

nA<nB

2

k * Fi, j

A B 1

B A 1

B B 0

A A

nA≥nB

0

A B 1

B A 1

B B 2

由于最终所付费用与付费方式有关，所以 NS 中学的用户希望能够自行改变自己的付费
方式以减少总付费。然而，由于网络公司已经将每个用户注册时所选择的付费方式记录在
案，所以对于用户 i，如果他/她想改变付费方式（由 A改为 B 或由 B改为 A），就必须支
付 Ci元给网络公司以修改档案（修改付费方式记录）。

现在的问题是，给定每个用户注册时所选择的付费方式以及 Ci，试求这些用户应该如
何选择自己的付费方式以使得 NS 中学支付给网络公司的总费用最少（更改付费方式费用+
配对收费的费用）。

输入输出

输入文件中第一行有一个正整数 N。

第二行有 2N 个整数，依次表示 1号，2号，…，2N号用户注册时的付费方式，每一个数
字若为 0，则表示对应用户的初始付费方式为 A，否则该数字为 1，表示付费方式为 B。

第三行有 2N 个整数，表示每一个用户修改付费方式需要支付的费用，依次为 C1, C2,
…,CM 。( M=2N ) 

  以下 2N-1 行描述给定的两两用户之间的流量表 F，总第(i + 3)行第 j列的整数为 Fi, j+i  。
（1≤i<2N，1≤j≤2N –i）

所有变量的含义可以参见题目描述。

你的程序只需要向输出文件输出一个整数，表示 NS 中学支付给网络公司的最小总费用。
（单位：元）

数据规模和约定

40%的数据中 N≤4；
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80%的数据中 N≤7；

100%的数据中 N≤10，0≤Fi, j≤500，0≤Ci≤500 000

分析

问题转化

由这题的数据范围可以联想到树型动态规划。但是一时无法下手，因为收费规则是配
对的，仔细观察发现，这题的收费规则很特殊：系数分别为 2、1、1、0 和 0、1、1、2。
把配对收费规则转化一下，对于任两个用户 I,j，设它们的最近公共祖先(LCA)是 p

如果在 p 上 na<nb，则 i,j 中谁是 A谁支付 F[i,j]的费用
如果在 p 上 na≥nb，则 i,j 中谁是 B谁支付 F[i,j]的费用

这样的转化让点对交费转移到单点交费，为 dp 提供了前提，且最后的总费用不变。

整个模型是一棵完全二叉树，设计树型动态规划。

状态的确立

状态的设计应该与 i 点中 A 的个数有关，但仅仅这样是不够的，因为这些点是按A 收
费还是 B 收费还与以它每个祖先为根的子树中，A 多还是 B 多有关。因此，这也是需要记
录的。

用 ),,( kjif 在点 i 所管辖的所有用户中，有 j 个用户为 A，在 i 的每个祖先 u 上，如

果 na<nb，则标 0，否则标 1，这个数列可以用二进制表示，用 k 记录，在这种情况下的最
少花费。

状态的转移

状态转移方程，其实就是将 j 个用户分配给 i 的左右子节点，并更改 k

}2),,(,1),,(min{),,( wskujrightfwskuleftfkjif 

k+s表示在数列上加入节点 i 的标号，left 和 right 分别表示 i 的左右子节点

边界

当 i 是叶节点时，可以根据 k 算出 i 与其它用户配对收费时所要交的费用，再根据 i 的
初始情况加上 AB 的转化费用。
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效率分析

设
nm 2
粗略看来，空间复杂度是

)( 3mO
，时间复杂度是

)( 4mO
，对于本题的数

据可以同时超空间和超时间了。
不过这只是很粗略的分析，这些状态中有很多是取不到的。

把根节点看做第 0层，叶节点就是第 n层，对于任意的第 i层，A 用户的个数最多只有
in2 ，而祖先结点只有 i 个，即 k 最大只有 i2 ，把 ),,( kjif 的后两维合并成一维，空间

复杂度其实只有
)( 2mO

。

再看时间复杂度，对于第 i层，有 i2 个节点，每个节点的状态数是 O(m)的，状态转移

的复杂度是
)2( inO 

，所以每层的复杂度是
)( 2mO

。

总共有 n层，所以状态转移的时间复杂度是
)( 2nmO

。

至此空间复杂度和时间复杂度都降到了可以承受的地步，在具体实现时，要用记忆化
搜索和二进制的位运算。

本题除了树型动态规划的设计之外，还有 2 个难点：一个是对收费规则的转化，另一
个是对时间复杂度的分析。第一点不是本文讨论的重点，第二点却在树型动态规划中有着
广泛的运用。很多问题，粗略的分析可能会超时，但是仔细分析之后，也许会发现时间复
杂度比粗略的分析少一维甚至更多。因此，要学会对时间复杂度进行均摊分析，如果一个
问题，想到了正确的方法，却因为对时间效率分析的错误而放弃，实在是太可惜了。

上 2 题的难度主要体现在状态的转移和效率分析，状态基本上是很容易确定的。但是
还有一类问题，如果按照固有的思路建立状态，是无法写成状态转移方程的。这就需要我
们从多角度分析问题，需要我们的创造性思维，不断挖掘问题的特殊性。这里举一个例子。

问题描述

S 国有一个山洞，它由 n 个房间和若干走廊组成。对于任意的两个房间，总有唯一的路
径相连。A 在这些房间中的一个藏了很多财宝，但是他不告诉 B 到底是哪一个房间。B 很想
知道财宝藏在哪里，所以 B猜若干次，每次猜一个房间有财宝。如果 B猜的对，那么A告
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诉 B他猜对了；如果 B没猜对，那么A告诉 B 从他猜的房间开始经过哪一条走廊可以找到
宝藏（即只告诉 B 从他猜的房间开始的第一条走廊）。

写一个程序，从 jas.in 中读入山洞的描述，计算 B 在最坏情况下为了知道宝藏位置所
需要猜的最少次数，然后将答案输出到 jas.out。

输入输出

在输入数据的第一行有一个正整数 n(1<= n <= 50000)，表示山洞的数目。山洞从 1 到 n

标号。在接下来的 n-1 行中，每行包含两个正整数 a 和 b(1<= a,b <= n)，用一个空格分隔，
表示在房间 a 和房间 b之间有一条走廊。

你的程序应该只输出一个整数，即 B 在最坏情况下为了知道宝藏位置所需要猜的最少
次数

样例

jas.in

5

1 2

2 3

4 3

5 3

jas.out

2

分析

首先容易想到应该和树的 dp 有关。
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状态的确立

需要记录的，不仅是 i 为根的子树，最少需要
iz
次询问；还需记录另一些参数！

每次询问过后，我们会被告知宝藏在某个连通块。如果宝藏所在的连通块，不包括 i 这
个结点，那么

iz
次询问显然足够。否则，如果宝藏仍然在子树上，却不一定需要

iz
-1次询

问，可能出现浪费。因此我们让询问的位置尽可能靠近 i，就是说如果连通块包括 i，将需要
尽可能少的多余询问。这就是突破口！将前面的

iz
定义为

0,iz
。

i 结点为根的子树，若第一次讯问后，宝藏所在连通块包含 i，如果我们知道宝藏仍在
子树上，此时至少还需要

1,iz
次询问类似地，第二次讯问后，如果宝藏还在子树上，最少

需要
2,iz
次询问…… 就是说，

1,iz
尽可能小。当

1,iz
最小的时候，

2,iz
尽可能小……

注意到可能出现
1,iz

= 5, 
2,iz

= 2 和
1,iz

= 4, 
2,iz

= 3 的两种情况， 但是我们选择后

者，因为
1,iz
更小，关于这一点后文中讲给出具体讲解。

状态的转移

为了具体理解这个突破口，我们看两个例子。

例如：对当前 A 为根的子树，它有两个儿子 i 和 j

0,iz
=5, 

1,iz
=3, 

2,iz
=1; 

0,jz
=4, 

1,jz
=2

我们可以先在 i 子树上询问，如果宝藏在 i内部，那么
0,iz

= 5次讯问足以。

否则转问 j 子树，如果在 j内部，需要
0,jz

= 4次，再加上前面一次共 5次足以。

否则转问 i 子树，如果在 i内部，需要
1,iz

= 3次，再加上前面 2次共 5次。

……

总知共须 5次即可完成询问，而不需要在 A处询问。

例如：对当前 A 为根的子树，它有两个儿子 i 和 j

0,iz
=4, 

1,iz
=2, 

2,iz
=1; 

0,jz
=2

先在 i 子树上询问，如果在 i内部，我们需要
0,iz

= 4次讯问。

第 13 页 共 15 页



CTSC’2007国家集训队论文 南京市外国语学校 陈瑜希

否则，我们在 A处作一次询问，可以知道究竟在 i内部还是 j内部。
这时候，无论在哪一个内部，都只需要

1,iz
=

0,jz
= 2次讯问，共 4次。

因此 4次讯问足够，这时候需要在 A处作一次询问，但是并不是一开始就问 A。

算法的实现

以上是想到这个算法的缘由，再直接说说算法的实现。

程序对每个 节 点开设一 个长度 为 nlog 的表（可以证明 nlog 次询问足够） ，

niZ log..0,

，对叶节点，显然只有
10, iZ

，其余均为 0。

对于当前结点 A，把所有子节点 i 的
iZ
累加（

nlog
维向量的加法）存入

AZ
，对于

AZ
序列中，末尾的 0 和 1，我们可以按照前面第一个例子的方法， 哪一个子树这个位置

是 1，我就对那个子树作一次询问。设 x 是最大的满足
xAZ ,

>1 的数，那么可以在剩下

y(y>x)次询问的时候，询问一次根，这样可以保证 y次询问足够。

因而在所有的 y(y>x)中，寻找到最小的 y 使得
yAZ ,

=0。将
yAZ ,

修改为 1（此时询问

一次 A）所有的
1..0, yAZ
修改为 0（倘若这次对 A 的询问，返回说宝藏在通往父节点的

路上，那么就肯定不在 A 为根的子树上了，不需要多余的询问）这就是 A 节点的 Z序列。

前面提到了(5,2)和(4,3)的同等情况下选择后者的问题。将
AZ
按照二进制数表示，

0Z

是最低位，那么我们是在求
AZ

的最小值。这就使(5,2)=(100100) > (011000)=(4,3)的更形象

的表示。为什么要选择最小呢？比如一个
iZ
如果稍大些，刚好和另一个

jZ
错开，构成全

1 状态，后来发现如不修改
iZ
会出现 0，那样不如直接在根节点询问，结果肯定更优。

本题的难度比上三题都大。它的状态的确立不是显而易见的。这类问题的解决，依赖于
平时的积累和总结。不仅仅要从理性角度分析，还可以去感性的感受一下，由例子入手，
从而解决复杂的问题。
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本文总结

本文 4 个例题从不同方面阐述了树型动态规划的解题方法，如：对于树进行两次遍历；
分叉点的思路；记录最大的两个值，并记录是从哪个节点传递来的思想方法；多维动态规
划；兄弟结点之间通过类似背包的思想进行第二次动态规划；对复杂度的均摊分析等，这
些方法在比赛中有着广泛的运用。

在此过程中，我认识到：面对陌生的问题，一方面要深入分析问题的属性，挖掘问题
的本质，另一方面要多角度思考，抓住问题的特殊性，从而创造出正确的解题思路。

不过，这类问题变化繁多，本文只是提供了一些解题的方法和思路，抛砖引玉，重要
的是平时的不断积累和总结。
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