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动态规划算法的优化技巧

福州第三中学   毛子青
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[摘要]
动态规划是信息学竞赛中一种常用的程序设计方法，本文着重讨论了运用

动态规划思想解题时时间效率的优化。全文分为四个部分，首先讨论了动态规划
时间效率优化的可行性和必要性，接着给出了动态规划时间复杂度的决定因素，
然后分别阐述了对各个决定因素的优化方法，最后总结全文。

[正文]
一、引言

动态规划是一种重要的程序设计方法，在信息学竞赛中具有广泛的应用。
使用动态规划方法解题，对于不少问题具有空间耗费大、时间效率高的特点，因此人

们在研究动态规划解题时更多的注意空间复杂度的优化，运用各种技巧将空间需求控制在
软硬件可以承受的范围之内。但是，也有一部分问题在使用动态规划思想解题时，时间效
率并不能满足要求，而且算法仍然存在优化的余地，这时，就需要考虑时间效率的优化。

本文讨论的是在确定使用动态规划思想解题的情况下，对原有的动态规划解法的优
化，以求降低算法的时间复杂度，使其能够适用于更大的规模。

二、动态规划时间复杂度的分析
使用动态规划方法解题，对于不少问题之所以具有较高的时间效率，关键在于它减

少了“冗余”。所谓“冗余”，就是指不必要的计算或重复计算部分，算法的冗余程度是决定算
法效率的关键。动态规划在将问题规模不断缩小的同时，记录已经求解过的子问题的解，
充分利用求解结果，避免了反复求解同一子问题的现象，从而减少了冗余。

但是，动态规划求解问题时，仍然存在冗余。它主要包括：求解无用的子问题，对结
果无意义的引用等等。

下面给出动态规划时间复杂度的决定因素：
时间复杂度=状态总数*每个状态转移的状态数*每次状态转移的时间[1]

下文就将分别讨论对这三个因素的优化。这里需要指出的是：这三者之间不是相互独
立的，而是相互联系，矛盾而统一的。有时，实现了某个因素的优化，另外两个因素也随
之得到了优化；有时，实现某个因素的优化却要以增大另一因素为代价。因此，这就要求
我们在优化时，坚持“全局观”，实现三者的平衡。

三、动态规划时间效率的优化

3.1 减少状态总数

我们知道，动态规划的求解过程实际上就是计算所有状态值的过程，因此状态的规
模直接影响到算法的时间效率。所以，减少状态总数是动态规划优化的重要部分，本节将
讨论减少状态总数的一些方法。
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1、改进状态表示

状态的规模与状态表示的方法密切相关，通过改进状态表示减小状态总数是应用较为
普遍的一种方法。
例一、 Raucous Rockers 演唱组（USACO`96）
[问题描述]

现有 n首由 Raucous Rockers 演唱组录制的珍贵的歌曲，计划从中选择一些歌曲来发行
m张唱片，每张唱片至多包含 t分钟的音乐，唱片中的歌曲不能重叠。按下面的标准进行选
择：

（1） 这组唱片中的歌曲必须按照它们创作的顺序排序；
（2） 包含歌曲的总数尽可能多。
输入 n，m，t，和 n首歌曲的长度，它们按照创作顺序排序，没有一首歌超出一张唱

片的长度，而且不可能将所有歌曲的放在唱片中。输出所能包含的最多的歌曲数目。

（1≤n, m, t≤20）
[算法分析]

本题要求唱片中的歌曲必须按照它们创作顺序排序，这就满足了动态规划的无后效性
要求，启发我们采用动态规划进行解题。

分析可知，该问题具有最优子结构性质，即：设最优录制方案中第 i首歌录制的位置
是从第 j张唱片的第 k分钟开始的，那么前 j-1张唱片和第 j张唱片的前 k-1分钟是前 1..i-1

首歌的最优录制方案，也就是说，问题的最优解包含了子问题的最优解。

设 n首歌曲按照写作顺序排序后的长度为 long[1..n]，则动态规划的状态表示描述为：
g[i, j, k]，0≤i≤n，0≤j≤m，0≤k<t，表示前 i首歌曲，用 j张唱片另加 k分钟来录制，

最多可以录制的歌曲数目，则问题的最优解为 g[n,m,0]。由于歌曲 i有发行和不发行两种
情况，而且还要分另加的 k分钟是否能录制歌曲 i。这样我们可以得到如下的状态转移方程
和边界条件：

当 k≥long[i]，i≥1时：
g[i, j, k]=max{g[i-1,j,k-long[i]]，g[i-1,j,k]}
当 k<long[i]，i≥1时：
g[i, j, k]=max{g[i-1,j-1,t-long[i]]，g[i-1,j,k]}
规划的边界条件为：

当 0≤k<t时：g[0,0,k]=0;
我们来分析上述算法的时间复杂度，上述算法的状态总数为O(n*m*t)，每个状态转

移的状态数为O(1)，每次状态转移的时间为O(1)，所以总的时间复杂度为O(n*m*t)。
由于 n，m，t均不超过 20，所以可以满足要求。
[算法优化]
当数据规模较大时，上述算法就无法满足要求，我们来考虑通过改进状态表示提高算

法的时间效率。
本题的最优目标是用给定长度的若干张唱片录制尽可能多的歌曲，这实际上等价于在

录制给定数量的歌曲时尽可能少地使用唱片。所谓“尽可能少地使用唱片”，就是指使用的完
整的唱片数尽可能少，或是在使用的完整的唱片数相同的情况下，另加的分钟数尽可能少

分析可知，在这样的最优目标之下，该问题同样具有最优子结构性质，即：设 D在前 i首
歌中选取 j首歌录制的最少唱片使用方案，那么若其中选取了第 i首歌，则D-{i}是在前 i-
1首歌中选取 j-1首歌录制的最少唱片使用方案，否则D前 i-1首歌中选取 j首歌录制的最
少唱片使用方案，同样，问题的最优解包含了子问题的最优解。
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改进的状态表示描述为：

g[i, j]=(a, b)，0≤i≤n，0≤j≤i，0≤a≤m，0≤b≤t，表示在前 i首歌曲中选取 j首录制
所需的最少唱片为：a张唱片另加 b分钟。由于第 i首歌分为发行和不发行两种情况，这样
我们可以得到如下的状态转移方程和边界条件：

g[i, j]=min{g[i-1,j]，g[i-1,j-1]+long[i]} 
其中(a, b)+long[i]=(a’, b’)的计算方法为：
当 long[i]≤t-b时： a’=a;     b’=b+long[i];
当 long[i]>t-b时： a’=a+1;   b’=long[i];
规划的边界条件：

g[i,0]=(0,0)  0≤i≤n
这样题目所求的最大值是：ans=max{k| g[n, k]≤(m-1,t)}
改进后的算法，状态总数为 O(n2)，每个状态转移的状态数为 O(1)，每次状态转移的

时间为O(1)，所以总的时间复杂度为 O(n2)。值得注意的是，算法的空间复杂度也由改进
前的O(m*n*t)降至优化后的O(n2)。
（程序及优化前后的运行结果比较见附件）
通过对本题的优化，我们认识到：应用不同的状态表示方法设计出的动态规划算法的

性能也迥然不同。改进状态表示可以减少状态总数，进而降低算法的时间复杂度。在降低算
法的时间复杂度的同时，也降低了算法的空间复杂度。因此，减少状态总数在动态规划的
优化中占有重要的地位。

2、选择适当的规划方向

    动态规划方法的实现中，规划方向的选择主要有两种：顺推和逆推。在有些情况下，选
取不同的规划方向，程序的时间效率也有所不同。一般地，若初始状态确定，目标状态不
确定，则应考虑采用顺推，反之，若目标状态确定，而初始状态不确定，就应该考虑采用
逆推。那么，若是初始状态和目标状态都已确定，一般情况下顺推和逆推都可以选用，但
是，能否考虑选用双向规划呢？
双向搜索的方法已为大家所熟知，它的主要思想是：在状态空间十分庞大，而初始状

态和目标状态又都已确定的情况下，由于扩展的状态量是指数级增长的，于是为了减少状
态的规模，分别从初始状态和目标状态两个方向进行扩展，并在两者的交汇处得到问题的
解。
上述优化思想能否也应用到动态规划之中呢？来看下面这个例子。

例二、 Divide (Merc`2000)
[问题描述]
有价值分别为 1..6的大理石各 a[1..6]块，现要将它们分成两部分，使得两部分价值

和相等，问是否可以实现。其中大理石的总数不超过 20000。(英文试题详见附件)
[算法分析]
令 S=∑(i*a[i])，若 S为奇数，则不可能实现，否则令Mid=S/2，则问题转化为能

否从给定的大理石中选取部分大理石，使其价值和为Mid。
这实际上是母函数问题，用动态规划求解也是等价的。

m[i, j]，0≤i≤6，0≤j≤Mid，表示能否从价值为 1..i的大理石中选出部分大理石，使
其价值和为 j，若能，则用 true表示，否则用 false表示。则状态转移方程为：

m[i, j]=m[i, j]  OR  m[i-1,j-i*k]         (0≤k≤a[i])
规划的边界条件为：m[i,0]=true； 0≤i≤6
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若m[i, Mid]=true，0≤i≤6，则可以实现题目要求，否则不可能实现。
我们来分析上述算法的时间性能，上述算法中每个状态可能转移的状态数为 a[i]，每

次状态转移的时间为 O(1)，而状态总数是所有值为 true的状态的总数，实际上就是母函
数中项的数目。

[算法优化]
实践发现：本题在 i较小时，由于可选取的大理石的价值品种单一，数量也较少，因

此值为 true的状态也较少，但随着 i的增大，大理石价值品种和数量的增多，值为 true
的状态也急剧增多，使得规划过程的速度减慢，影响了算法的时间效率。

另一方面，我们注意到我们关心的仅是能否得到价值和为Mid的值为 true的状态，
那么，我们能否从两个方向分别进行规划，分别求出从价值为 1..3的大理石中选出部分大
理石所能获得的所有价值和，和从价值为 4..6的大理石中选出部分大理石所能获得的所有
价值和。最后通过判断两者中是否存在和为Mid的价值和，由此，可以得出问题的解。
状态转移方程改进为：

当 i≤3时：
m[i, j]=m[i, j]  OR  m[i-1,j-i*k]         (1≤k≤a[i])
当 i>3时：
m[i, j]=m[i, j]  OR  m[i+1,j-i*k]        (1≤k≤a[i])
规划的边界条件为：m[i,0]=true； 0≤i≤7
这样，若存在 k，使得m[3,k]=true, m[4,Mid-k]=true，则可以实现题目要求，

否则无法实现。
（程序及优化前后的运行结果比较见附件）

从上图可以看出双向动态规划与单向动态规划在计算的状态总数上的差异。
回顾本题的优化过程可以发现：本题的实际背景与双向搜索的背景十分相似，同样有

庞大的状态空间，有确定的初始状态和目标状态，状态量都迅速增长，而且可以实现交汇
的判断。因此，由本题的优化过程，我们认识到，双向扩展以减少状态量的方法不仅适用
于搜索，同样适用于动态规划。这种在不同解题方法中，寻找共通的属性，从而借用相同
的优化思想，可以使我们不断创造出新的方法。

3.2  减少每个状态转移的状态数

在使用动态规划方法解题时，对当前状态的计算都是进行一些决策并引用相应的已
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经计算过的状态，这个过程称为“状态转移”。因此，每个状态可能做出的决策数，也就是每
个状态可能转移的状态数是决定动态规划算法时间复杂度的一个重要因素。本节将讨论减
少每个状态可能转移的状态数的一些方法。

1、四边形不等式和决策的单调性

例三、石子合并问题(NOI`95)
[问题描述]

  在一个操场上摆放着一排 n（n≤20）堆石子。现要将石子有次序地合并成一堆。规定每次
只能选相邻的 2堆石子合并成新的一堆，并将新的一堆石子数记为该次合并的得分。

试编程求出将 n堆石子合并成一堆的最小得分和最大得分以及相应的合并方案。
[算法分析]

这道题是动态规划的经典应用。由于最大得分和最小得分是类似的，所以这里仅对最
小得分进行讨论。设 n堆石子依次编号为 1，2，…..，n。各堆石子数为 d[1..n]，则动态规划
的状态表示为：

m[i,j]，1≤i≤j≤n，表示合并 d[i..j]所得到的最小得分，则状态转移方程和边界条件为：
m[i,j]=0                                   i=j







j

il
jki

ldjkmkimjim ]}[],[]1,[{min],[     i＜j

同时令 s[i,j]=k，表示合并的断开位置，便于在计算出最优值后构造出最优解。

上式中



j

il

ld ][ 的计算，可在预处理时计算





i

j

jdit
1

][][ ，i=1..n；t[0]=0, 则：

]1[][][ 


itjtld
j

il

上述算法的状态总数为O(n2)，每个状态转移的状态数为O(n)，每次状态转移的时间
为O(1)，所以总的时间复杂度为O(n3)。
[算法优化]
当函数 w[i,j]满足 ]',[],'[]','[],[ jiwjiwjiwjiw  '', jjii  时，称w满足

四边形不等式[2]。
当函数w[i,j]满足w[i’,j]≤w[i,j’] '', jjii  时称w关于区间包含关系单调。

在石子归并问题中，令 w[i,j]= 



j

il

ld ][ ，则 w[i,j]满足四边形不等式，同时由

d[i]≥0,t[i]≥0可知w[i,j]满足单调性。
m[i,j]=0                                i=j

],[]},[]1,[{min],[ jiwjkmkimjim
jki




  i<j         …………①

对于满足四边形不等式的单调函数 w，可推知由递推式①定义的函数m[i,j]也满足四
边形不等式，即 ]',[],'[]','[],[ jimjimjimjim  '', jjii  。这一性质可用数学

归纳法证明如下：

我们对四边形不等式中“长度”l=j’-i进行归纳：
当 i=i’或 j=j’时，不等式显然成立。由此可知，当 l≤1时，函数m满足四边形不等式。
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下面分两种情形进行归纳证明：

情形 1：i<i’=j<j’
在这种情形下，四边形不等式简化为如下的反三角不等式：m[i,j]+m[j,j’]

≤m[i,j’]，设 k=max{p | m[i,j’]=m[i,p-1]+m[p,j’]+w[i,j’] }，再分两种情形 k≤j或
k>j。下面只讨论 k≤j，k>j的情况是类似的。
情形 1.1：k≤j，此时：

]',[

]',[]1,[]',[

]',[],[]1,[]',[

]',[],[]1,[],[]',[],[

jim

jkmkimjiw

jjmjkmkimjiw

jjmjkmkimjiwjjmjim









情形 2：i<i’<j<j’
设 y=max{p | m[i’,j]=m[i’,p-1]+m[p,j]+w[i’,j] }
   z=max{p | m[i,j’]=m[i,p-1]+m[p,j’]+w[i,j’] }
仍需再分两种情形讨论，即 z≤y或 z>y。下面只讨论 z≤y，z>y的情况是类似的。
由 i<z≤y≤j有：

],'[]',[

]',[],[]1,[]1,'[],'[]',[

]',[],[]1,[]1,'[],'[]',[

]',[]1,'[]','[],[]1,[],[]','[],[

jimjim

jzmjymzimyimjiwjiw

jymjzmzimyimjiwjiw

jymyimjiwjzmzimjiwjimjim









综上所述，m[i,j]满足四边形不等式。
令 s[i,j]=max{k | m[i,j]=m[i,k-1]+m[k,j]+w[i,j] }
由函数m[i,j]满足四边形不等式可以推出函数 s[i,j]的单调性，即

s[i,j]≤s[i,j+1]≤s[i+1,j+1],     i≤j
当 i=j时，单调性显然成立。因此下面只讨论 i<j的情形。由于对称性，只要证明

s[i,j]≤s[i,j+1]。
令mk[i,j]=m[i,k-1]+m[k,j]+w[i,j]。要证明 s[i,j]≤s[i,j+1]，只要证明对于所有

i<k≤k’≤j且mk’[i,j]≤mk[i,j]，有：mk’[i,j+1]≤mk[i,j+1]。
事实上，我们可以证明一个更强的不等式

mk[i,j]-mk’[i,j]≤mk[i,j+1]-mk’[i,j+1]
也就是：           mk[i,j]+mk’[i,j+1]≤mk[i,j+1]+mk’[i,j]
利用递推定义式将其展开整理可得：m[k,j]+m[k’,j+1]≤m[k’,j]+m[k,j+1]，这正

是 k≤k’≤j<j+1时的四边形不等式。
综上所述，当w满足四边形不等式时，函数 s[i,j]具有单调性。
于是，我们利用 s[i,j]的单调性，得到优化的状态转移方程为：
m[i,j]=0                                           i=j

],[]},[]1,[{min],[
],1[]1,[

jiwjkmkimjim
jiskjis




     i<j

用类似的方法可以证明，对于最大得分问题，也可采用同样的优化方法。
改进后的状态转移方程所需的计算时间为

 2
1

1

1

1 1

]),1[],1[(])1,[],1[1( nOinsnisinOjisjisO
n

i

n

i

n

ij























  







 

（程序及优化前后的运行结果比较见附件）
上述方法利用四边形不等式推出最优决策的单调性，从而减少每个状态转移的状态数，

 第 6页 / 共 16页



                                                            福州第三中学    毛子青

降低算法的时间复杂度。

上述方法是具有普遍性的。对于状态转移方程与①式类似，且w[i,j]满足四边形不等式
的动态规划问题，都可以采用相同的优化方法，如最优二叉排序树（NOI`96）等。下面再
举一例。

例四、邮局(IOI`2000)
[问题描述]
按照递增顺序给出一条直线上坐标互不相同的 n个村庄，要求从中选择 p个村庄建立

邮局，每个村庄使用离它最近的那个邮局，使得所有村庄到各自所使用的邮局的距离总和
最小。

试编程计算最小距离和，以及邮局建立方案。
[算法分析]

本题也是一道动态规划问题，详细分析请看文本附件（邮局解题报告）。将 n个村庄按

坐标递增依次编号为 1，2，……，n，各个邮局的坐标为 d[1..n]，状态表示描述为：
m[i,j]表示在前 j个村庄建立 i个邮局的最小距离和。所以，m[p,n]即为问题的解，且状态
转移方程和边界条件为：

m[1,j]=w[1,j]

]},1[],1[{min],[
11

jkwkimjim
jki




         i≤j

其中w[i,j]表示在 d[i..j]之间建立一个邮局的最小距离和，可以证明，当仅建立一个
邮 局 时 ， 最 优 解 出 现 在 中 位 数 ， 即 设 建 立 邮 局 的 村 庄 为 k ， 则

   2/)(2/)( jikjik  或
，于是，我们有：





j

il

kdldjiw |][][|],[   ，  
   2/)(2/)( jikjik  或

同时，令 s[i,j]=k，记录使用前 i-1个邮局的村庄数，便于在算出最小距离和之后构
造最优建立方案。

上述算法中w[i,j]可通过O(n)时间的预处理，在 O(1)的时间内算出，所以，该算法
的状态总数为 O(n*p)，每个状态转移的状态数为 O(n)，每次状态转移的时间为 O(1)，
该算法总的时间复杂度为O(p*n2)。
[算法优化]
本题的状态转移方程与①式十分相似，因此我们猜想其决策是否也满足单调性，即

s[i-1,j]≤s[i,j]≤s[i,j+1]
首先，我们来证明函数w满足四边形不等式，即：

]',[],'[]','[],[ jiwjiwjiwjiw   '', jjii 

设
 2/)'( jiy 

，
 2/)'( jiz 

，下面分为两种情形，z≤y或 z>y，下面仅讨论

z≤y，z>y的情况是类似的。
由 i≤z≤y≤j有： 
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]',[],'[

|][][||][][|

|][][||][][||][][||][][|

|][][||][][|]','[],[

'

'

'

1

'

1

'

'

'

'

jiwjiw

ydldzdld

ydldzdldydldzdld

ydldzdldjiwjiw

j

il

j

il

j

jl

j

jl

j

il

j

il

j

il

j

il











 





 



接着，我们用数学归纳法证明函数 m也满足四边形不等式。对四边形不等式中“长

度”l=j’-i进行归纳：
当 i=i’或 j=j’时，不等式显然成立。由此可知，当 l≤1时，函数m满足四边形不等式。
下面分两种情形进行归纳证明：

情形 1：i<i’=j<j’，即m[i,j]+m[j,j’] ≤m[i,j’]，
设 k=max{p | m[i,j’]=m[i,p-1]+m[p,j’]+w[i,j’] }，再分两种情形 k≤j或 k>j。

下面只讨论 k≤j，k>j的情况是类似的。

]',[

]',1[],1[

]',[]1,1[],1[],1[

]',[],[

jim

jkwkim

jjwjjmjkwkim

jjmjim









情形 2：i<i’<j<j’
设  y=max{p | m[i’,j]=m[i’-1,p]+w[p+1,j] }

z=max{p | m[i,j’]=m[i-1,p]+w[p+1,j’] }
仍需再分两种情形讨论，即 z≤y或 z>y。
情形 2.1，当 z≤y<j<j’时：

]',[],'[

]',1[],1[],1[],1'[

],1[],1[]',1[],1'[

]','[],[

jimjim

jzwjywzimyim

jzwzimjywyim

jimjim









情形 2.2，当 i-1<i’-1≤y<z<j’时：

],'[]',[

];',1[],1[],1'[],1[

]',1[],1'[],1[],1[

]','[],[

jimjim

jzwjywyimzim

jzwzimjywyim

jimjim









最后，我们证明决策 s[i,j]满足单调性。
为讨论方便，令mk[i,j]=m[i-1,k]+w[k+1,j]；
我们先来证明 s[i-1,j]≤s[i,j]，只要证明对于所有 i≤k<k’<j且mk’[i-1,j]≤mk[i-1,j]，有：

mk’[i,j]≤mk[i,j]。
类似地，我们可以证明一个更强的不等式

mk[i-1,j]-mk’[i-1,j]≤mk[i,j]-mk’[i,j]
也就是：           mk[i-1,j]+mk’[i,j]≤mk[i,j]+mk’[i-1,j]
利用递推定义式展开整理的：m[i-2,k]+m[i-1,k’]≤m[i-1,k]+m[i-2,k’]，这就是 i-

2<i-1<k<k’时m的四边形不等式。
我们再来证明 s[i,j]≤s[i,j+1]，与上文类似，设 k<k’<j，则我们只需证明一个更强

的不等式：             mk[i,j]-mk’[i,j]≤mk[i,j+1]-mk’[i,j+1]
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也就是：           mk[i,j]+mk’[i,j+1]≤mk[i,j+1]+mk’[i,j]
利用递推定义式展开整理的：w[k+1,j]+w[k’+1,j+1]≤w[k+1,j+1]+w[k’+1,j]，

这就是 k+1<k’+1<j<j+1时w的四边形不等式。
综上所述，该问题的决策 s[i,j]具有单调性，于是优化后的状态转移方程为：
m[1,j]=w[1,j]

]},1[],1[{min],[
]1,[],1[

jkwkimjim
jiskjis




         i≤j

 s[i,j]=k
同上文所述，优化后的算法时间复杂度为O(n*p)。
（程序及优化前后的运行结果比较见附件）

   四边形不等式优化的实质是对结果的充分利用。它通过分析状态值之间的特殊关系，推
出了最优决策的单调性，从而在计算当前状态时，利用已经计算过的状态所做出的最优决
策，减少了当前的决策量。这就启发我们，在应用动态规划解题时，不仅可以实现状态值
的充分利用，也可以实现最优决策的充分利用。这实际上是从另一个角度实现了“减少冗余”。

2、决策量的优化

通过分析问题最优解所具备的性质，从而缩小有可能产生最优解的决策集合，也是减
少每个状态可能转移的状态数的一种方法。

大家所熟悉的 NOI`96中的添加号问题，正是从“所得的和最小”这一原则出发，仅在
等分点的附近添加号，从而大大减少了每个状态转移的状态数，降低了算法的时间复杂度
让我们在再来看一例。
例五、石子归并的最大得分问题

[问题描述] 
见例三，本例只考虑最大得分问题。

[算法分析] 

设 n堆石子依次编号为 1，2，…..，n。各堆石子数为 d[1..n]，则动态规划的状态表示为：

m[i,j]，1≤i≤j≤n，表示合并 d[i..j]所得到的最大得分，则状态转移方程和边界条件为：
m[i,j]=0                                   i=j







j

il
jki

ldjkmkimjim ]}[],[]1,[{max],[     i＜j

同时令 s[i,j]=k，表示合并的断开位置，便于在计算出最优值后构造出最优解。 
    该算法的时间复杂度为O(n3)。
[算法优化]
仔细分析问题，可以发现：s[i,j]要么等于 i+1，要么等于 j，即：

jijimjimjkmkim
jki




]},,1[],1,[max{]},[]1,[{max

证明可以采用反证法，设使 m[i,j]达到最大值的断开位置为 p，且 i+1<p<j，







1

][
p

il

lay ，




j

pl

laz ][ ，下面分为 2种情形讨论。

情形 1、y≥z
由 p<j，可设 s[p,j]=k，则相应的合并方式可以表示为：
(  (a[i]…a[p-1])  ( (a[p]...a[k-1]) (a[k]..a[j]) )  )
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相应的得分为： zzyjkmkpmpimT  ],[]1,[]1,[ …………①

下面考虑另一种合并方案 s’[i,j]=k，s’[i,k]=p，表示为：
( ( (a[i]…a[p-1]) (a[p]...a[k-1]) )  (a[k]..a[j])   )

相应的得分为：







1

][],[]1,[]1,['
k

pl

lazyyjkmkpmpimT …………

②

由 y≥z可得，T<T’，这与使m[i,j]达到最大值的断开位置为 p的假设矛盾。
情形 2、y<z  与情形 1类似。
于是，状态转移方程优化为：

m[i,j]=0                                      i=j 





j

il

ldjimjimjim ][]},1[]1,[max{],[     i＜j

优化后每个状态转移的状态数减少为O(1)，算法总的时间复杂度也降为O(n2)。
（程序及优化前后的运行结果比较见附件）
本题的优化过程是通过对问题最优解性质的分析，找出最优决策必须满足的必要条件，

这与搜索中的最优性剪枝的思想十分类似，由此我们再次看到了相同的优化思想应用于不
同的算法设计方法。同时，我们也认识到：动态规划的优化必须建立在全面细致分析问题
的基础上，只有深入分析问题的属性，挖掘问题的实质，才能实现算法的优化。

3、合理组织状态

    在动态规划求解的过程中，需要不断地引用已经计算过的状态。因此，合理地组织已经
计算出的状态有利于提高动态规划的时间效率。
例六、求最长单调上升子序列
[问题描述]

给出一个由 n个数组成的序列 x[1..n]，找出它的最长单调上升子序列。即求最大的 m

和 a1,a2……,am，使得 a1<a2<……<am且 x[a1]<x[a2]<……<x[am]。
[算法分析]

这也是一道动态规划的经典应用。动态规划的状态表示描述为：

m[i]， 1≤i≤n，表示以 x[i]结尾的最长上升子序列的长度，则问题的解为
max{m[i],1≤i≤n}，状态转移方程和边界条件为：

m[i]=1+max{0, m[k]|x[k]<x[i] , 1≤k<i }
同时当m[i]>1时，令 p[i]=k，表示最优决策，以便在计算出最优值后构造最长单调

上升子序列。

上述算法的状态总数为 O(n)，每个状态转移的状态数最多为 O(n)，每次状态转移的
时间为O(1)，所以算法总的时间复杂度为O(n2)。
[算法优化]
我们先来考虑以下两种情况：

1、若 x[i]<x[j]，m[i]=m[j]，则m[j]这个状态不必保留。因为，可以由状态m[j]转
移得到的状态m[k] (k>j，k>i)，必有 x[k]>x[j]>x[i]，则m[k]也能由m[i]转移得到；
另一方面，可以由状态m[i]转移得到的状态m[k] (k>j，k>i)，当 x[j]>x[k]>x[i]时，
m[k]就无法由m[j]转移得到。
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由此可见，在所有状态值相同的状态中，只需保留最后一个元素值最小的那个状态即
可。

2、若 x[i]<x[j]，m[i]>m[j]，则m[j]这个状态不必保留。因为，可以由状态m[j]转
移得到的状态m[k] (k>j，k>i)，必有 x[k]>x[j]>x[i]，则m[k]也能由m[i]转移得到，
而且m[i]>m[j]，所以m[k]≥m[i]+1>m[j]+1，则m[j]的状态转移是没有意义的。
综合上述两点，我们得出了状态 m[k]需要保留的必要条件：不存在 i 使得：

x[i]<x[k]且m[i]≥m[k]。于是，我们保留的状态中不存在相同的状态值，且随着状态值
的增加，最后一个元素的值也是单调递增的。

也就是说，设当前保留的状态集合为S，则S具有以下性质D：
对于任意 i∈S, j∈S, i≠j 有：m[i]≠m[j]，且若 m[i]<m[j]，则 x[i]<x[j]，否则

x[i]>x[j]。
下面我们来考虑状态转移：假设当前已求出m[1..i-1]，当前保留的状态集合为 S，

下面计算m[i]。
1、若存在状态 k∈S，使得 x[k]=x[i]，则状态m[i]必定不需保留，不必计算。因为，

不妨设 m[i]=m[j]+1，则 x[j]<x[i]=x[k]， j∈S， j≠k，所以 m[j]<m[k]，则
m[i]=m[j]+1≤m[k]，所以状态m[i]不需保留。

2、否则，m[i]=1+max{m[j]| x[j]<x[i], j∈S}。我们注意到满足条件的 j也满足
x[j]=max{x[k]|x[k]<x[i], k∈S}。同时我们把状态 i加入到S中。

3、若2成立，则我们往S中增加了一个状态，为了保持S的性质，我们要对S进行维
护，若存在状态 k∈S，使得 m[i]=m[k]，则我们有 x[i]<x[k]，且 x[k]=min{x[j]|
x[j]>x[i], j∈S}。于是状态 k应从S中删去。
于是，我们得到了改进后的算法：

For i:=1 to n do
{
   找出集合S中的 x值不超过 x[i]的最大元素 k；
   if  x[k]<x[i]  then  
   {
      m[i]:=m[k]+1;
      将状态 i插入集合S；
      找出集合S中的 x值大于 x[i]的最小元素 j；
      if  m[j]=m[i]  then   将状态 j从S中删去；
   }
}
从性质D和算法描述可以发现，S实际上是以 x值为关键字（也是以m值为关键字）

的有序集合。若使用平衡树实现有序集合 S，则该算法的时间复杂度为O(n*log2n)。本题优
化后，每个状态转移的状态数仅为 O(1)，而每次状态转移的时间变为 O(log2n)，这也体
现了上文所提到的优化中不同因素之间的矛盾，但从总体上看，算法的时间复杂度是降低
了。
（程序及优化前后的运行结果比较见附件）
回顾本题的优化过程，首先通过分析状态之间的分析，减少需要保留的状态数，同时

发现需要保留状态的单调性，从而减少了每个状态可能转移的状态数，并通过高效数据结
构平衡树组织当前保留的状态，实现算法的优化。
通过对本题的优化，我们认识到减少保留的状态数，合理组织已经计算出的状态可以

实现减少每个状态可能转移的状态数，同时，选取恰当的数据结构也是算法优化的一个重
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要原则，在下文的阐述中，还会看到借助数据结构实现算法优化。

4、细化状态转移

所谓“细化状态转移”，就是将原来的一次状态转移细化成若干次状态转移，其目的在
于减少总的状态转移的次数。在优化前，问题的决策一般都是复合决策，也就是一些子决
策的排列，因此决策的规模较大，每个状态可能转移的状态数也就较多，优化的方法就是
将每个复合决策细化成若干个子决策，并在每个子决策后面增设一个状态，这样，后面的
子决策只在前面的子决策达到最优解时才进行转移，因此在优化后，虽然，状态总数增加
了，但是总的状态转移次数却减少了，算法总的复杂度也就降低了。
应该注意的是：上述优化应该满足一个条件，即原来每个复合决策的各个子决策之间

也满足最优化原理和无后效性，也就是说：复合最优决策的子决策也是最优决策；前面的
子决策不影响后面的子决策。
上述优化方法再一次体现了实现一个因素的优化要以增大另一个因素作为代价，但是，

算法总的时间复杂度的降低才是我们的真正目的。

3.3  减少状态转移的时间

我们知道，状态转移是动态规划的基本操作，因此，减少每次状态转移所需的时间，
对提高算法的时间效率具有重要的意义。
状态转移主要有两个部分构成：

1． 进行决策：通过当前状态和选取的决策计算出需要引用的状态。
2． 计算递推式：根据递推式计算当前状态值。其中主要操作是常数项的计算。
本节将分别讨论提高这两部分时间效率的一些方法。

1、减少决策时间

例七、LOSTCITY (NOI`2000)
[问题描述] 

现给出一张单词表、特定的语法规则和一篇文章：
文章和单词表中只含 26个小写英文字母 a…z。
单词表中的单词只有名词，动词和辅词这三种词性，且相同词性的单词互不相同。单

词的长度均不超过 20。
语法规则可简述为：名词短语：任意个辅词前缀接上一个名词；动词短语：任意个辅

词前缀接上一个动词；句子：以名词短语开头，名词短语与动词短语相间连接而成。
文章的长度不超过 1000。且已知文章是由有限个句子组成的，句子只包含有限个单词。
编程将这篇文章划分成最少的句子，在此前提之下，要求划分出的单词数最少。

[算法分析]
这是也是一道动态规划问题。我们分别用 v,u,a表示动词，名词和副词，给出的文章用

L[1..M]表示，则状态表示描述为：
F(v,i)：表示 L前 i个字符划分为以动词结尾（当 i<>M时，可带任意个辅词后缀）的最

优分解方案下划分的句子数与单词数；
F(u,i)：表示 L前 i个字符划分为以名词结尾（当 i<>M时，可带任意个辅词后缀）的最
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优分解方案下划分的句子数与单词数。
过去的分解方案仅通过最后一个非辅词的词性影响以后的决策，所以这种状态表示满

足无后效性，
状态转移方程为：
F(v,i)=min{ F(n,j)+(0,1)， L(j+1..i)为动词；

        F(v,j)+(0,1)， L(j+1..i)为辅词，i<>M；}

F(n,i)=min{ F(n,j)+(1,1),  L(j+1..i)为名词；
        F(v,j)+(0,1),  L(j+1..i)为名词；
        F(n,j)+(0,1),  L(j+1..i)为辅词，i<>M；}

边界条件：F(v,0)=(1,0)；  F(n,0)=(∞, ∞)；
问题的解为：min{ F(v,M), F(u,M) }；
上述算法中，状态总数为 O(M)，每个状态转移的状态数最多为 20，在进行状态转移

时，需要查找 L[j+1..i]的词性，根据其词性做出相应的决策，并引用相应的状态。下面就通
过不同的方法查找 L[j+1..i]的词性，比较它们的时间复杂度。
[算法实现]

    设单词表的规模为 N，首先我们对单词表进行预处理，将单词按字典顺序排序并合并具
有多重词性的单词。在查找词性时有以下几种方法：
方法 1、采用顺序查找法。最坏情况下需要遍历整个单词表，因此最坏情况下的时间复

杂度为O(20*N*M)，比较次数最多可达 1000*5k*20=108，当数据量较大时效率较低。
方法 2、采用二分查找法。最坏情况下的时间复杂度为O(20*M*log2N)，最多比较次数

降为 5k*20*log21000=106，完全可以忍受。
集合查找最为有效的方法要属采用哈希表了。
方法 3、采用哈希表查找单词的词性。首先将字符串每四位折叠相加计算关键值 k，然

后用双重哈希法计算哈希函数值 h(k)。采用这种方法，通过O(N)时间的预处理构造哈希表，
每次查找只需O(1)的时间，因此，算法的时间复杂度为O(20*M+N)=O(M)。
采用哈希表是进行集合查找的一般方法，对于以字符串为元素的集合还有更为高效的

方法，即采用检索树[3]。
方法四、采用检索树查找单词的词性。由于每个状态在进行状态转移时需要查找的所有

单词都是分布在同一条从树根到叶子的路径上的，因此，如果选取从树根走一条路径到叶
子作为基本操作，则每个状态进行状态转移时的最多 20次单词查找只需 O(1)的时间，另
外，建立检索树需要O(N)的时间，因此，算法总的时间复杂度虽然仍为 O(M)，但是由于
时间复杂度的常数因子小于方法三，因此实际测试的速度也最快。
（程序及四种方法的运行结果的比较见附件）
从本题的优化过程可以看出：采用正确的数据结构是算法优化的重要原则，在动态规

划算法的优化中也同样适用。方法 3使用了哈希表这一高效的集合查找数据结构，方法四
使用的针对性更强的检索树，使得算法的时间效率得到了提高。

2、减少计算递推式的时间

计算递推式的主要操作是对常数项的计算，因此减少计算递推式所需的时间主要是指
减少计算常数项的时间。

例八、公路巡逻 (CTSC`2000)
[问题描述]
在一条没有分岔的公路上有 n（n≤50）个关口，相邻两个关口之间的距离都是
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10km。所有车辆在这条公路上的最低速度为 60km/h，最高速度为 120km/h，且只能在
关口出改变速度。

有m(m≤300)辆巡逻车分别在时刻 Ti从第 ni个关口出发，匀速行驶到达第 ni+1个关
口，路上耗费时间为 ti秒。
两辆车相遇指他们之间发生超车现象或同时到达某个关口。

求一辆于 6点整从第 1个关口出发去第 n个关口的车（称为目标车）最少会与多少辆
巡逻车相遇，以及在此情况下到达第 n个关口的最早时刻。
假设所有车辆到达关口的时刻都是整秒。

[算法分析]
本题也是用动态规划来解。问题的状态表示描述为：

F(i,T)表示在时刻 T到达第 i个关口的途中最少已与巡逻车相遇的次数。则状态转移方
程和边界条件为：

F(i,T)=min{F(i-1,T-Tk)+w(i-1,T-Tk,T)，300≤Tk≤600}   2≤i≤n 
边界条件：F(1,06:00:00)=0;
问题的解为：min{F(n,T)}
其中，函数w(i-1,T-Tk,T)是计算目标车于时刻 T-Tk从第 i-1个关口出发，于时刻 T

到达第 i个关口，途中与巡逻车相遇的次数。
下面来分析上述算法的时间复杂度，问题的阶段数为 n，第 i个阶段的状态数为(i-

1)*300，则状态总数为： )150()
2

)1(*
*300()300*)1(( 2

1

nO
nn

OiO
n

i







，每

个状态转移的状态数为 300，每次状态转移所需的时间关键取决与函数w的计算。下面比
较采用不同的计算方法时，时间复杂度的差异。

[函数w的计算]
方法 1、在每个决策中都进行一次计算，对所有从第 i个关口出发的巡逻车进行判断，

这样平均每次状态转移的时间为O(1+m/n)，由M的最大值为 300，算法总的时间复杂
度为：
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
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
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方法 2、仔细观察状态转移方程可以发现，在对状态 F(i,T)进行转移时，所计算的函数
w都是从第 i个关口出发的，而且出发时刻都是 T，只是相应的到达时刻不同，我们考虑能
否找出它们之间的联系，从而能够利用已经得出的结果，减少重复运算。

我们来考虑w(i,T,k)与w(i,T,k+1)之间的联系：

对于每辆从第 i个关口出发的巡逻车，设其出发时刻和到达时刻分别为 Stime和
Ttime，则：
若 Ttime<k或 Ttime>k+1，则目标车 A、目标车 B与该巡逻车的相遇情况相同；
若 Ttime=k，则目标车 A 与该巡 逻 车相遇，对目标车 B 的分析又分为：若

Stime≤T，则目标车 B不与该巡逻车相遇，否则目标车 B也与该巡逻车相遇；
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若 Ttime=k+1,则目标车 B 与该巡 逻 车相遇，对目标车 A 的分析又分为：若
Stime≥T，则目标车 A不与该巡逻车相遇，否则目标车 A也与该巡逻车相遇；
我们令⊿[k]=w[i,T,k+1]-w[i,T,k]，由上述讨论得：
⊿[k]=G((Ttime=k+1) and (Stime≥T)) –G((Ttime=k) and (Stime≤T)).
其中函数G(P)表示所有从 i个关口出发，且满足条件 P的巡逻车的数目。
这样我们就找到了函数w之间的联系。于是，我们在对状态 F(i,T)进行转移时，先对

所有从第 i个关口出发的巡逻车进行一次扫描，在求出 w[i,T,T+300]的同时求出⊿
[T+301..T+600]，这一步的时间复杂度为 O(m/n)。在以后的状态转移中，由
w[i,T,k+1]=w[i,T,k]+⊿[k]，仅需O(1)的时间就可以求出函数值w，状态转移时间仅
为O(1)。则算法总的时间复杂度为：

 22
222

2

22
)300(*150 nmO
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虽然，算法时间复杂度的阶并没有降低，但由于 M的最大值为 300,N的最大值为
50，所以实际测试中，优化的效果还是十分明显的。
（程序及两种方法的运行结果比较见附件）
本题对动态规划的优化实际上是应用了动态规划本身的思想，在计算递推式的常数项

时，引进了函数⊿，利用了过去的计算结果，避免了重复计算，消除了“冗余”，从而提高

算法的时间效率。上文邮局问题中函数 w的计算也是通过预处理减少了重复计算，近来新
出现的双重动态规划也是应用这个思想，利用动态规划计算递推式的常数项。可见，这种
优化方法是很有普遍性的。

四、结语

本文主要从减少状态总数，减少每个状态转移的状态数和减少状态转移的时间这三个
方面讨论了对动态规划时间效率的优化，同时也间接地讨论了对一般算法进行优化的方法。
在优化的过程，我认识到：对算法的优化一方面要深入分析问题的属性，挖掘问题的

本质，另一方面要从原有算法的不足之处入手，不断优化、精益求精。
动态规划的算法设计具有很大的灵活性，需要具体模型具体分析。算法设计如此，算

法优化也是如此，本文所述只是一些一般性的方法，许多优化技巧还需要选手们在平时的
训练比赛中深入挖掘。
动态规划作为一种高效的算法，仍有许多优化的余地。不断提高算法的性能，使其适

应于更大的规模，我想这是广大信息学选手共同的愿望，希望大家共同研究探讨动态规划
算法的优化，这也是本文创作的初衷。
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[1] 这个式子只是直观描述了动态规划的时间复杂度的决定因素，并不能作为普遍的计算
公式。

[2] 四边形不等式是Donald E. Knuth从最优二叉搜索树的数据结构中提出的，这里被运
用于证明动态规划中决策的单调性。

[3] 采用检索树查找字符串只要从树根出发走到叶结点即可，需要的时间正比于字符串的
长度。如果哈希函数确实是随机的，那么哈希函数的值与字符串中的每一个字母都有关系。
所以，计算哈希函数值的时间与检索树执行一次运算的时间大致相当。但计算出哈希函数
值后还要处理冲突。因此，一般情况下，在进行字符串查找时，检索树比哈希表省时间。
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动态规划算法时间效率的优化

福州第三中学         毛子青



  

动态规划算法的时间复杂度 =

    状态总数 * 每个状态转移的状态数 * 每次状态转移的
时间



  

一、减少状态总数

二、减少每个状态转移的状态数

三、减少状态转移的时间

 1 、改进状态表示；（例一）

1 、减少决策时间  （例三）         

    方法：采用恰当的数据结构；

2 、减少计算递推式的时间

方法：进行预处理，利用计算结果等；

2 、其他方法：选取恰当的规划方向等；

1 、根据最优解的性质减少决策量；
（例二）2 、其他方法：利用四边形不等式证明决策的单调性等；



  

       例一、   Raucous Rockers 演唱组（ USACO`96 ）

[ 问题描述 ]

     现有 n 首由 Raucous Rockers 演唱组录制的歌曲，计划从
中选择一些歌曲来发行 m 张唱片，每张唱片至多包含 t 分钟
的音乐，唱片中的歌曲不能重叠。按下面的标准进行选择：

          (1)  这组唱片中的歌曲必须按照它们创作的顺序排序
；

          (2)  包含歌曲的总数尽可能多。

    输入 n ， m ， t ，和 n 首歌曲的长度，它们按照创作顺序
排序，没有一首歌超出一张唱片的长度，而且不可能将所有
歌曲的放在唱片中。输出所能包含的最多的歌曲数目。



  

     设 n 首歌曲按照创作顺序排序后的长度为 long[1..n] ，则动
态规划的状态表示描述为：

     g[i, j, k] ， (0≤i≤n ， 0≤j≤m ， 0≤k<t), 表示前 i 首歌曲，用 j
张唱片另加 k 分钟来录制，最多可以录制的歌曲数目。

状态转移方程为：

当 k≥long[i] ， i≥1 时：

g[i, j, k]=max{g[i-1,j,k-long[i]]+1 ， g[i-1,j,k]}

当 k<long[i] ， i≥1 时：

g[i, j, k]=max{g[i-1,j-1,t-long[i]]+1 ， g[i-1,j,k]}

规划的边界条件为：

当 0≤j≤m ， 0≤k<t 时： g[0,j,k]=0;

问题的最优解为： g[n,m,0] 。

算法的时间复杂度为： O(n*m*t) 。



  

改进的状态表示描述为：

     g[i,j]=(a, b) ， 0≤i≤n ， 0≤j≤i ， 0≤a≤m ， 0≤b≤t ，表示在前 i
首歌曲中选取 j 首录制所需的最少唱片为： a 张唱片另加 b 分
钟。

状态转移方程为：

g[i, j]=min{g[i-1,j] ， g[i-1,j-1]+long[i]} 

其中 (a, b)+long[i]=(a’, b’) 的计算方法为：

当 b+long[i] ≤t 时： a’=a;       b’=b+long[i];

当 b+long[i] ＞ t 时： a’=a+1;   b’=long[i];

规划的边界条件：

当 0≤i≤n 时， g[i,0]=(0,0) 

题目所求的最大值是： answer=max{k| g[n, k]≤(m-1,t)} 

算法的时间复杂度为： O(n2) 。
Back



  

例三、石子合并问题 (NOI`95)

[ 问题描述 ]

      在一个操场上摆放着一圈 n 堆石子。现要将石子有次序地
合并成一堆。规定每次只能选相邻的 2 堆石子合并成新的一堆
，并将新的一堆的石子数记为该次合并的得分。

     试编程求出将 n 堆石子合并成一堆的最小得分和最大得分
以及相应的合并方案。 

     本例只考虑最大得分。
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  规划的边界条件为： m[i,i]=0

  令 s[i,j]=k ，表示合并的最优断开位置。

  算法的时间复杂度为 O(n3) 。

设各堆的石子数依次为 d[1..n] ，则动态规划的状态表示为：

 m[i,j] ， 1≤i, j≤n ，表示合并 d[i..j] 所得到的最大得分：

令             ，则状态转移方程为：



  

        合并第 i 堆到第 j 堆石子的最优断开位置 s[i,j] 要么等于 i ，要么等于
j-1 ，也就是说最优合并方案只可能是：

       { (i) (i+1… j) }      或     { (i… j-1) (j)  }

证明：设合并第 i 堆到第 j 堆石子的最优断开位置 s[i,j]=p ，且 i<p<j-1 。

            情况 1 、 t[i, p]≤t[p+1,j] 

            由于 i<p ，所以可以设 q=s[i,p] 。于是最优合并方案为：

            {  [ (i…q) (q+1...p) ]  (p+1…j)  }

            它的得分 F1=m[i, q]+m[q+1,p]+m[p+1,j]+t[i, j]+t[i, p]t[i, p]

            我们可以构造如下的合并方案：

            {  (i…q)  [ (q+1...p) (p+1…j) ]  }

            它的得分 F2=m[i, q]+m[q+1,p]+m[p+1,j]+t[i, j]+t[q+1,j]t[q+1,j]

            由于 q<p ，所以 t[i, p]≤t[p+1,j]<t[q+1,j]

            所以 F1<F2 ，这与合并第 i 堆到第 j 堆石子的最优断开位置 s[i, j]=p
矛盾

            情况 2 、 t[i, p]>t[p+1,j]  与情况 1 是对称的。



  

状态转移方程优化为：

m[i,j]=max{m[i+1,j], m[i,j-1]}+t[i,j]        i<j

规划的边界条件是：    m[i,i]=0

算法的时间复杂度 O(n2) 。
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例三、 LOSTCITY (NOI`2000)

[ 问题描述 ] 

现给出一张单词表、特定的语法规则和一篇文章：

文章和单词表中只含 26 个小写英文字母 a…z 。

单词表中的单词只有名词，动词和辅词这三种词性，且相同词
性的单词互不相同。单词的个数不超过 1000 ，单词的长度均不
超过 20 。

语法规则可简述为：名词短语：任意个辅词前缀接上一个名词
；动词短语：任意个辅词前缀接上一个动词；句子：以名词短
语开头，名词短语与动词短语相间连接而成。

文章的长度不超过 5k 。且已知文章是由有限个句子组成的，句
子只包含有限个单词。

编程将这篇文章划分成最少的句子，在此前提之下，要求划分
出的单词数最少。



  

我们分别用 v,u,a 表示动词，名词和辅词，给出的文章用 L[1..M] 表示，则状
态表示描述为：

F(v,i) ：表示将 L 的前 i 个字符划分为以动词结尾（当 i<>M 时，可带任意个
辅词后缀）的最优分解方案下划分的句子数与单词数；

F(u,i) ：表示将 L 的前 i 个字符划分为以名词结尾（当 i<>M 时，可带任意个
辅词后缀）的最优分解方案下划分的句子数与单词数。

状态转移方程为：

F(v,i)=min{ F(u,j)+(0,1) ， L(j+1..i) 为动词；

                    F(v,j)+(0,1) ， L(j+1..i) 为辅词， i<>M ； }

F(u,i)=min{ F(u,j)+(1,1),  L(j+1..i) 为名词；

                    F(v,j)+(0,1),  L(j+1..i) 为名词；

                    F(u,j)+(0,1),  L(j+1..i) 为辅词， i<>M ； }

边界条件： F(v,0)=(1,0) ；  F(u,0)=(∞, ∞) ；

问题的解为： min{ F(v,M), F(u,M) } ；



  

顺序查找 二分查找 哈希表 检索树

算法的时间
复杂度

O(20*M*N) O(20*M*log2N
)

O(20*M) O(M)

最坏情况下
的比较次数

108 106 105 5*103

Input.009 超时 1.27s 0.32s 0.05s

Input.010 超时 1.33s 0.33s 0.05s
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采用不同的方法查找字符串的比较：

        设单词表的规模为 N （ N 的最大值为 1000 ）

        设文章的长度为 M （ M 的最大值为 5000 ）

（测试环境： Pentium 200 / 32MB ）


