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 树，在计算机算法中是非常重要的非线形结构。即使
撇开树的其他广泛应用不说，单单对树本身的形态进
行思考与研究，也是一个十分有趣，且具有挑战性的
过程。

引子引子

4 个结点的树（有向树）



  

 常规的搜索加判重的做法：
枚举算法枚举算法

生成 枚举同构状态 与已有的解相比较 添加
 下面我们就来看一种不重复地生成所有确定结点数和深度的有向树的构造性算法。

 不重复性：树的大小定义不重复性：树的大小定义

 不遗漏性：树的变换算法不遗漏性：树的变换算法



  

树的大小定义树的大小定义
 我们对树的“大小”作一个规定，使不同树结构之间的关系有序化。
 假设当前要比较树 A 与树 B 的大小（树 A 与树 B 的子树也都要按照下述

的大小关系递归地从大到小排序）。
      比较过程为：

若 A的深度大于 B，则 A>B；若 A的深度小于 B，则 A<B ；

若 A与 B深度相等，视 A与 B的结点数：
       若 A的结点数大于 B，则 A>B；若 A的结点数小于 B，则 A<B ；

       若 A与 B的结点数相等，依次讨论 A与 B的子树：
              拥有较大子树的树较大。若当前讨论的子树相等，则讨论 A与 B

的下一棵子树。



  

 现在回到枚举有向树的问题上来：对于深度为 d，结点数为
n 的所有形态的有向树，根据上面的比较规则，可以把它们从大到小排成一个序列。举 d=3， n=6为例，这个序列是：



  

 进一步地，对于任意的 n 和 d ，在相应序列中的第一棵树和最后一棵树的形态是容易确定的，如下：



  

 现在问题就转化为，根据上述的大小定义，能否找到一种变换的规则，使根据这种规则，可以从最小的一棵树开始，连续地、不遗漏不重复地生成接下来的所有不同形态的树？



  

 首先，从树的序列中的一个形态变换到另一个形态，是一个变小的过程。
 在这个变换过程中，至少有一棵子树被变小了，变小的过程是通过夺走它的一个子结点实现的（我们用一个虚线框来表示被变小的子树）。

变换过程变换过程



  

 它们会适当地变大，然而由于它们在有向树大小比较的过程中的地位比先前被变小的那棵子树要低，于是，总的说来，整个有向树就被变小了。

 结点被夺去；

 排在它后面的某些子树将会得到这个被夺走的结点，或被重新组合。



  

•过程过程 II    寻找被删去结点寻找被删去结点

•过程过程 IIII    将被删的结点重组到后面的子树中将被删的结点重组到后面的子树中



  

过程过程 I  I  寻找被删去结点寻找被删去结点

 在选择被删去的结点时，其所在子树的变小对于整棵树的影响必须尽量小。使它经过变换后恰好可以成为序列中紧邻它的一棵树而不是跳跃性的变换。所以：
 首先，这个被夺取的结点必然为叶结点。
 第二，对于并列的若干子树，应当从后向前查找。



  

过程过程 I I 算算
法法
 从根出发，在子结点中从后向前找到第一个非叶结点的结点，继续搜索直到到达一个子结点均为叶子的结点为止。

    是否可认为该结点的最后一个子结点为待删除结点呢？事实上仍需进一步处理：
     假如，找到的待删除结点 A 为其父亲 B 唯一的子结点，也就意味着如果将 A 从它的父结点 B 删除，那么以 B 为根的那棵子树的深度将会减少 1……



  

 在对树的大小定义中，深度比结点数更优先。所以，在选择待删除结点时，应该尽量选择删除后不影响子树深度的结点优先处理。
 因此，在找到 A 结点后，必须沿其父亲结点进行回溯，直到当前结点以下的子树的深度不因删除 A 而改变为止（在上图中直到 D 结点），在回溯的过程中，如果经过某一结点，它还有另一个子结点（比如上图中的 C，它还有另一个子结点 E），那么就舍弃原来找到的结点 A，把 E 定为待删除的结点。

过程过程 I I 算法算法

如果将 A 从 B 断开，则以
B 、 C 为根的子树的深度都会受到影响。

C 有 子 结 点
E， E→Target

回溯
找 到
A， A→Targe
t



  

过程过程 II  II  将被删的结点重组到后面的子树中将被删的结点重组到后面的子树中

 在找到该结点并删除之后，又需要进行一系列的处理以形成一棵新的树。在建立新树的时候要强调的一点就是，“要使整棵树变小，但变小的幅度必须达到最小”。
删除一个结点之后，会出现两种情况：

 当前子树深度不变，结点数变小；
 或者子树深度变小。
 下面就对这两种情况分别进行讨论。



  

过程过程 II II 算法   算法   删除结点后子树深度不变删除结点后子树深度不变

 接下来，对排列在被改动的这棵子树以后的其它子树进行重新组合，使它们在满足不大于当前这棵子树的情况下变得最大（同时将被删除的那个结点加入）。

删除结点，使子树变小
将后面的子树重组（最大化）

变换完成



  

过程过程 II II 算法   算法   删除结点后子树深度变小删除结点后子树深度变小

 对于删除结点后子树深度改变的，则要进行如下的处理（举例来说）：

F ：要从父亲处删除的结点。
C E  ： 深度将会变小。要进一步处理。

将 F 删去，处理 E极其兄弟（此处为空），连同删去的
F，以 C 为根进行重组。

处理 C 极其兄弟
（ D），连同 C 以下的所有子树，以C 的父亲 B 为根进行重组。得到新的树。



  

 完整的有根树枚举算法大致可以如下构成：

1   读入读入 d,nd,n

2   找第一棵树（最大的）找第一棵树（最大的）
3   while while 未全部生成 未全部生成 dodo  

{ 这步判断可以用计数算法得到的总数来判断 ,也可以先求得最小的一棵树用来判断 }
4           找到待删除的结点找到待删除的结点 target;target;

5           删除删除 target;target;

6           对树进行变换对树进行变换 ;; { 包括上面的两种情况 : 子树深度改变 , 以及深度未改变 }
7 end of whileend of while

  



  

小结小结
 虽然上面变换过程看似十分复杂，实质上它是以一种简洁和严谨的规律为基础的。
 在仔细的研究中，大家可以体会到变换过程的和谐：它和自然数的递减与退位还颇有相似之处。
      比如说：为了使 2000成为比它小，但又与它相差最少的自然数：

2000 19991000



  

 类似地 , 再看一个有向树变换的例子 :

删除结点，使子树变小 将后面的子树重组（最大化） 变换完成

 我们先从后向前找到一个待删除结点，删除它之后，然后对其它子树进行了一定的变换（类似于上面把 0变成为 9 的过程），确保了整棵树变小的程度最小，从而得到了序列中的下一棵有向树。



  

 以上介绍的算法可以实现给定深度 d，结点数
n，按照从大到小的顺序变换生成所有形态的
有向树。算法中涉及的树的复制，以及遍历等
，复杂度均为 O（ n），并且在树的生成过程
中完全没有重复生成，所以整个算法的耗时主
要与不同形态树的总数有关。



  

 该算法最直接的应用是“无根树”问题。下表可以作为算法时间复杂度的直观参考。

N 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
构造用时 0.05 0.05 0.11 0.16 0.49 1.21 3.19 8.52 23.08 62.91

搜索用时 0.27 0.71 2.09 6.04 17.69 51.92 152.20 - - -

 我们可以用按照枚举算法编写的生成程序与搜索算法作一
个比较（测试环境： PIII 500MHz ， 192Mb RAM ， Borland 
Pascal 7.0 ，用时单位： s ）：
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