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【摘要】
在算法设计中，人们往往不自觉地进行了大量多余的运算

这些累赘将大大降低算法的效率。作者认为，充分利用已知信息
是解决这一问题的一个有效方法。
所谓充分利用信息，就是在算法设计中，把已知信息尽可

能充分地利用起来，以避免冗余运算，降低算法的时空复杂度，
从而提高算法的效率。本文对充分利用信息，在优化回溯法、动
态规划和数值计算中的应用作了初步的探讨。

【关键字】 
信息，算法优化

 “冗繁削尽留清瘦”[1]虽然讲的是画竹，却包含着深刻的哲理。算法设计同画
竹一样，也需要削尽冗繁。但在解题实践中，人们往往不自觉地做了一些多余的
运算，而忽视了对已知信息的充分利用。
所谓充分利用信息，就是在算法设计中，把已知信息尽可能充分地利用起

来，以避免冗余运算，降低算法的时空复杂度，从而提高算法的效率。限于篇幅
本文仅对这种方法提高回溯法、动态规划和数值计算的效率进行探讨。

一、 提高回溯法的效率

我们知道，回溯法实质上是从树根出发，遍历一棵解答树的过程。如果解答
树中存在一些性质相同的子树，那么，只要我们知道了其中一棵子树的性质，
就可以根据这个信息，导出其它子树的性质。这就是自顶向下记忆化搜索[2]的基
本思想。
记忆化搜索避免了一些多余的运算，因而比非记忆化搜索效率要高。但在有

些记忆化搜索中，对信息的利用仍不够充分，还有进一步优化的余地。
下面，我们看一个例子：

【序关系计数问题】
用关系’<’和’=’将 3个数A、B和 C依次排列有 13种不同的关系：

A<B<C, A<B=C, A<C<B, A=B<C, A=B=C, A=C<B, 
B<A<C, B<A=C, B<C<A, B=C<A, 
C<A<B, C<A=B, C<B<A。

编程求出N个数依序排列时有多少种关系。

<1>.枚举出所有的序关系表达式
我们可以采用回溯法枚举出所有的序关系表达式。N个数的序关系表达式，

是通过 N个大写字母和连接各字母的 N-1个关系符号构成。依次枚举每个位置
上的大写字母和关系符号，直到确定一个序关系表达式为止。
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由于类似于‘A=B’和‘B=A’的序关系表达式是等价的，为此，规定等号前面
的大写字母在ASCII表中的序号，必须比等号后面的字母序号小。基于这个思想
我们很容易写出解这道题目的回溯算法。
算法 1-1，计算 N个数的序关系数。
procedure Count(Step,First,Can);
{Step表示当前确定第 Step个大写字母；
 First表示当前大写字母可能取到的最小值；
 Can是一个集合，集合中的元素是还可以使用的大写字母}
  begin
    if Step=N then begin{确定最后一个字母}
      for i:=First to N do if i in Can then Inc(Total); {Total为统计的结果}
      Exit
    end;
    for i:=First to N do{枚举当前的大写字母}
      if i in Can then begin{i可以使用}
        Count(Step+1,i+1,Can-[i]);{添等于号}
        Count(Step+1,1,Can-[i]){添小于号}
      end
  end;
调用 Count(1,1,[1..N])后，Total的值就是结果。该算法的时间复杂度是
O(N!)

<2>.粗略利用信息，优化算法 1-1
算法 1-1中存在大量冗余运算。如图 1，三个方框内子树的形态完全一样。一

旦我们知道了其中某一个方框内所产生的序关系数，就可以利用这个信息，直
接得到另两个方框内将要产生的序关系数。

显然，在枚举的过程中，若已经确定了前 k个数，并且下一个关系符号是
小于号，这时所能产生的序关系数就是剩下的N-k个数所能产生的序关系数。
设 i个数共有 F[i]种不同的序关系，那么，由上面的讨论可知，在算法 1-1

中，调用一次 Count(Step+1,1,Can-[i])之后，Total的增量应该是 F[N-Step]。这个
值可以在第一次调用 Count(Step+1,1,Can-[i])时求出。而一旦知道了 F[N-Step]的
值，就可以用 Total:=Total+F[N-Step] 代替调用 Count(Step+1,1,Can-[i])。这样，我
们可以得到改进后的算法 1-2。
算法 1-2，计算 N个数的序关系数。
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图 1 N=3时的解答树
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procedure Count(Step,First,Can);
{Step,First,Can的含义同算法 1-1}
  begin
    if Step=N then begin {确定最后一个字母}
      for i:=First to N do if i in Can then Inc(Total); {Total为统计的结果}
      Exit
    end;
    for i:=First to N do {枚举当前的大写字母}
      if i in Can then begin {i可以使用}
        Count(Step+1,i+1,Can-[i]); {添等于号}
        if F[N-Step]=-1 then begin {第一次调用}
          F[N-Step]:=Total;          
          Count(Step+1,1,Can-[i]); {添小于号}
          F[N-Step]:=Total-F[N-Step] {F[N-Step]=Total的增量}
        end else Total:=Total+F[N-Step] {F[N-Step]已经求出}
      end
  end;
开始，将 F[0],F[1],…,F[N-1]初始化为-1
调用 Count(1,1,[1..N])之后，Total的值就是结果
算法 1-2 与算法 1-1的差别仅限于程序中的粗体部分。
算法 1-2就是利用了 F[0],F[1],…,F[N-1]的值，使得在确定添小于号以后，

能够避免多余的搜索，尽快地求出所需要的方案数。该算法实质上就是自顶向下
记忆化方式的搜索，它的时间复杂度为O(2N)[3]。同算法 1-1相比，效率虽然有所
提高，但仍不够理想。

<3>.充分利用信息，进一步优化算法 1-2
在搜索的过程中，如果确定在第 k个大写字母之后添加第一个小于号，则

可得到下面两条信息：

第一条信息：前 k个大写字母都是用等号连接的。
第二条信息：在此基础上继续搜索，将产生 F[N-k]个序关系表达式。
如图 2所示，序关系表达式中第一个小于号将整个表达式分成了两个部分。

由乘法原理易知，图 2所示的序关系表达式的总数，就是图中前半部分所能产
生的序关系数，乘以后半部分所能产生的序关系数。算法 1-2实质上利用了第二
条信息，直接得到图中后半部分将产生 F[n-k]个序关系数，并通过搜索得到前
半部分将产生的序关系数。但如果我们利用第一条信息，就可以推知图中前半部
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图 2充分利用信息，进一步优化算法 1-2
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分将产生的序关系数，就是N个物体中取 k个的组合数，即 k
nC 。这样，我们可

以得到 F[n] 的递推关系式：

1]0[][][1
1




FknFCnF
n

k

k
n ，其中：公式

采用公式 1计算 F[n]的算法记为算法 1-3[4]，它的时间复杂度是O(N2)。

<4>.小结
下面是三个算法的性能分析表[5]：

分析项目 算法 1-1 算法 1-2 算法 1-3
理论
分析

时间复杂度 O(N!) O(2N) O(N2)
空间复杂度 O(1) O(N) O(N)

实际
运行
情况

N=7 1s <0.05s <0.05s
N=8 10s <0.05s <0.05s
N=15 >10s 0.5s <0.05s
N=17 >10s 2s <0.05s

在优化算法 1-1的过程中，我们通过利用 F[0],F[1]…,F[N-1]的信息，得到算
法 1-2，时间复杂度也从 O(N!)降到O(2N)。在算法 1-2中，进一步消除冗余运算，
就得到了O(N2)的算法 1-3。
算法 1-3计算 F[n]，体现了动态规划的思想。也就是说，我们通过充分利用

信息，提高回溯法的效率，实质上是将搜索转化成了动态规划。

二、 提高动态规划的效率

从上一节中可以看到，动态规划之所以高效，就在于它比较充分的利用了
已知信息。但是，在有些动态规划中，仍存在冗余运算。这一节我们将进一步探
讨如何充分利用信息，提高动态规划的效率。
下面我们看一个例子：

【理想收入问题】
理想收入是指在股票交易中，以 1 元为本金可能获得的最高收入，并且在

理想收入中允许有非整数股票买卖。
已知股票在第 i 天每股价格是V[i]元，1≤i≤M，求M 天后的理想收入。

<1>.一种动态规划的解法
解这道题目，很容易想到用动态规划。设 F[i]表示在第 i 天收盘时能达到的

最高收入，则有 F[i]的递推关系式：
1]0[1]0[]}[*][/][{max][2 )0(   VFiVkVjFiF ikj ，，其中：公式

公式 2的含义是：在第 i 天收盘时能达到的最高的收入，是将第 j 天收盘后
的收入，全部用于买入第 k 天的股票，再在第 i 天将所持的股票全部卖出所得的
收入。采用公式 2，可以得到算法 2-1，其时间复杂度是 O(M3)，空间复杂度是
O(M)。
算法 2-1
F[0]:=1;V[0]:=1;F[1..M]:=0;
for i:=1 to M do
  for j:=0 to i-1 do
    for k:=j to i-1 do
      F[i]:=Max{F[i],F[j]/V[k]*V[i]}
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<2>.改变状态表示的含义，优化算法 2-1
改变动态规划中状态表示的含义，是优化动态规划的常用方法。例如此题，

我们可以采用两种不同的状态表示方法优化算法 2-1。
方法 1：设 P[i]表示前 i 天能获得的最多股票数，可列出如下状态转移方程：

]}[/][*][],1[{max][3 )0( iVjVjPiPiP ij  ：公式

这是因为前 i 天所能获得的最多股票数，或者是前 i-1 天获得的最多股票数，
或者是在第 j 天将前 j 天所能获得的最多的股票全部卖出，再买入第 i 天的股票。
显然，前 i-1 天能获得的最多股票数乘以第 i 天的股价，就是第 i 天能达到的最
大收入。
方法 2：设Q[i]表示前 i 天能达到的最大收入，可列出如下状态转移方程：

]}[*][/][],1[{max][4 )0( iVjVjQiQiQ ij  ：公式

就是说前 i 天所能达到的最大收入，或者是前 i-1 天所能达到的的最大收入，
或者是在第 j 天买入股票，再在第 i 天卖出，所能获得的最大收入。

上述两种方法的时间复杂度都是O(M2)。这表明，改变状态表示的含义，在
一定程度上提高了算法的效率。但对于这道题目，仅仅改变状态表示的含义，很
难进一步优化算法。

<3>.粗略利用信息，优化算法 2-1
算法 2-1 粗体部分的功能是确定 F[i]所能达到的最大值。由于 V[i]不变，因

此 F[i]达到最大值，当且仅当 F[j]/V[k]达到最大值，其中 0≤j≤k<i。
算法 2-1中，采用了二重循环来确定 F[j]/V[k]的最大值。但在确定 F[i-1]所能

达到最大值的时候，我们实际上已经求出当 0≤j≤k<i-1时，F[j]/V[k]所能达到的
最大值。如果能充分利用这一信息，就可以更快地确定 F[i] 所能达到的最大值。
如图 3所示，要确定粗线下部的最大值，只需比较虚线下部的最大值和灰色部

分的最大值即可。
为了表示出图 3的思想，
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图 3初步利用信息，优化算法 2-1



冗繁削尽留清瘦——浅谈信息的充分利用 张一飞

][*][

][*]}[/][{max

]}[*][/][{max][2

]}1[/][],1[{max

]}}1[/][{max],1[max{

]}}[/][{max]},[/][{max{max

]}[/][{max][

]}[/][{max][

)0(

)0(

)0(

)10(

)1,0()10(

)0(

)0(

iViMaxFV

iVkVjF

iVkVjFiF

iVjFiMaxFV

iVjFiMaxFV

kVjFkVjF

kVjFiMaxFV

kVjFiMaxFV

ikj

ikj

ij

ij

ikkjikj

ikj

ikj































，由公式

，则设

这样，我们得到如下递推关系式：
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：公式

从公式 5中可以看出，在确定MaxFV[i]时，较充分的利用了确定MaxFV[i-
1]时产生的结果。采用公式 5可得算法 2-2，它的时间复杂度为O(M2)，空间复杂
度是O(M)。
算法 2-2
F[0]:=1;MaxFV[0]:=0;V[0]:=1;
for i:=1 to M do begin
  MaxFV[i]:=MaxFV[i-1];
  for j:=0 to i-1 do
    MaxFV[i]:=Max{MaxFV[i],F[j]/V[i-1]}
  F[i]:=MaxFV[i]*V[i]
end;
将公式 5化简，有

]}1[/][*][],1[{max

]}1[/][],1[{max][

)0(

)0(









iVjVjMaxFViMaxFV

iVjFiMaxFViMaxFV

ij

ij

在这个公式中，MaxFV[i]可以看作是前 i-1 天所能获得的最多股票数。这种
状态表示方法和公式 3中 P[i]的含义本质上是相同的。这样，我们通过对已知信
息的利用，达到了改变动态规划中状态表示含义的效果。

<4>.充分利用信息，进一步优化算法 2-2
在算法 2-2中，进一步利用信息，很容易得到时间复杂度为O(M)的算法。
算法 2-2的粗体部分的功能是确定MaxFV[i]所能达到的最大值。由于 V[i-1]

不变，因此 F[j]/V[i-1]达到最大值，当且仅当 F[j]达到最大值，其中 0≤j<i。
算法 2-2中内层循环实质上是在确定MaxFV[i]时，找到 F[0],F[1],…F[i-1]中

的最大值。而在确定MaxFV[i-1]时，我们已经找到了 F[0],F[1],…,F[i-2]中的最大
值。如果把这个信息利用起来，就可以更快的确定 F[0],F[1],…F[i-1]中的最大值。
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这样，我们得到如下递推关系式：
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：公式

从公式 6中可以看出，在确定MaxF[i]时，充分利用了确定MaxF[i-1]时所
产生的信息。采用公式 6可得算法 2-3，它的时间复杂度是O(M)。从公式 6中的
三个递推关系式可以看出，当前状态都只与前一个状态有关，因此，空间复杂
度可以进一步降到O(1)[6]。
算法 2-3
F:=1;MaxF:=0;MaxFV:=0;V[0]:=1;
for i:=1 to M do begin
  if F>MaxF then MaxF:=F;
  if MaxF/V[i-1]>MaxFV then MaxFV:=MaxF/V[i-1];
  F:=MaxFV*V[i]
end;
公式 6中MaxF[i]可以看作是前 i-1 天能达到的最大收入[7]。虽然这种状态表

示方法和公式 4 中 Q[i]是类似的，但算法的时间复杂度却从 O(M2)降到了
O(M)，空间复杂度也从O(M)降到了O(1)。这样，我们通过充分利用已知信息，
达到了改变状态表示难以达到的优化效果。

<5>.小结
下面是三个算法的性能分析表：

分析项目 算法 2-1 算法 2-2 算法 2-3
理论
分析

时间复杂度 O(M3) O(M2) O(M)
空间复杂度 O(M) O(M) O(1)

实际
运行
情况

M=200的随机数据 4s 0.05s <0.05s
M=1000的随机数据 >60s 1s <0.05s
M=2000的随机数据 >60s 5s <0.05s

在这道题中，我们通过避免冗余运算，将时间复杂度由 O(M3)先降到
O(M2)，再进一步降到O(M)。空间复杂度也从O(M)降到了O(1)。
由此可见，充分利用信息，提高动态规划的效率，是非常有效的。此外，充

分利用信息并不一定要以牺牲空间为代价，同样可以优化算法的空间复杂度。

三、 提高数值计算的效率

从前面的分析中，我们深深地体会到了动态规划的核心思想——充分利用
已知信息。但这个思想并不仅限于动态规划。下面我们将看到，充分利用已知信
息，对提高数值计算的效率，也十分有效。
我们看一道数值计算题：

【高精度计算问题】(湖南 1998 省赛试题)
输 入 n,m,k ， 计 算 Sm(n) 的 后 k 位 数 。 其 中 Sm(n)=1m+2m+…

+nm，1≤k≤99，1≤n,m≤9999。

<1>.分析
由于 k可以达到 99，因此必须采用高精度计算。本题只要求出 Sm(n)的后 k

位数，所以，每次计算只取结果的后 k位数即可。显然，计算 Sm(n)将耗费大量
的时间用于乘幂运算。下面，我们分析乘幂运算的算法。
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<2>.朴素的乘幂算法
根据乘幂的定义，我们将 i自乘 m次即可。
算法 3-1，计算 im

Func Power(i,m);
  begin
    SetValue(x,1); {x是高精度数}
    for k:=1 to m do 
      x:=Mul(x,i); {Mul是高精度乘法，返回 x*y的值}
    Power:=x
  end;
采用算法 3-1计算 im，需要进行M次高精度乘法。

<3>.粗略利用信息，优化算法 3-1
算法 3-1对信息的利用很不充分。例如，要计算 i5，现在已经求出了 i3的值，

算法 3-1 会利用 i3和 i的值，求出 i4，进而求出 i5。而实际上，在计算 i3 之前，我
们已经求出了 i2的值，将 i3 乘上 i2，就可以求出 i5。
我们用数组 p[k]保存已经计算出的 ik的结果，在计算过程中，尽可能的使

用已经计算过的信息。例如，我们可以这样计算 i15：
p[1]=i
p[2]=p[1]*p[1]
p[3]=p[2]*p[1]
p[6]=p[3]*p[3]
p[7]=p[6]*p[1]
p[14]=p[7]*p[7]
p[15]=p[14]*p[1]
这样，我们只用了 6次高精度乘法，就求出了 i15。
从上面的例子可以看出，将一个已知结果平方，就可以只用一次乘法，求

出一个比较大的指数幂，根据这个思想就可得到算法 3-2：
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算法 3-2，计算 im

Func Power(i,m);
  begin
    if m=1 then Power:=i
          else begin
            Temp:=Power(i,m div 2);
            Temp:=Mul(Temp,Temp);
            if Odd(m) then Power:=Mul(Temp,i)
                    else Power:=Temp
          end
  end;
算法 3-2计算 im需要O(log2m)次高精度乘法。这样，我们通过对信息的粗略

利用[8]，将时间复杂度从O(m)降到了O(log2m)。
算法 3-2实质上就是二分法。采用二分法求乘幂，之所以比累乘的方法高效，

就在于它更加充分的利用了已知信息。

第 8 页



冗繁削尽留清瘦——浅谈信息的充分利用 张一飞

<4>.充分利用信息，进一步优化算法 3-2
注意到在计算 im时，我们已经知道了 1m,2m,…,(i-1)m的值，而这些值在算法

3-2计算 im时没有起任何作用。如果能够建立 im 与 1m,2m,…,(i-1)m的关系，就可更
快计算 im。
例如，求 120m。这时，我们已经计算了 5m和 24m的值。显然，5m和 24m相乘，

就可以得到 120m。
当 i是合数时，设 i=pq，其中 1<p,q<i。显然，im=(pq)m=pmqm。由于 p,q<i，因

此在计算 im时，pm和 qm 都是可以直接利用的信息。这样，对于合数 i，我们只需
要一次高精度乘法，就可以求出 im。
采用这种方法得到算法记为算法 3-3。设 1..n中，有 x个合数，则算法 3-3只

做了(n-x)log2m+x次高精度乘法。自然数中素数的分布十分稀疏，实践证明，当
n=m=9999,k=99时，算法 3-3的效率是算法 3-2的 5 倍。

<5>.小结
下面是三个算法的性能分析表：

分析项目 算法 3-1 算法 3-2 算法 3-3
理论
分析

时间复杂度 O(nm) O(nlog2m) O(nlog2m)
空间复杂度 O(k) O(k) O(nk)

实际
运行
情况

N=M=100,K=99 0.1 <0.05 <0.05
N=100,M=9999,K=99 20s 0.5s 0.1s

N=M=1000,K=99 15s 3s 1s
N=M=9999,K=99 >60s 55s 10s

在这个例子中，我们首先通过对信息的粗略利用，优化朴素的乘幂算法 3-
1，得到采用二分法的算法 3-2。进一步分析发现，二分法在计算 im时，没有利
用已经求出的 1m,2m,…,(i-1)m等信息，充分利用这些信息，得到了更快的算法 3-
3。由于算法 3-3需要保存一些已经求过的值[9]，所以，该算法实质上是以空间为
代价换取了时间。

四、 结束语

在搜索中加入记忆化信息提高回溯法的效率，改变动态规划中状态表示的
含义提高动态规划的效率，采用二分法提高数值计算的效率，都不同程度的体
现了对已知信息的充分利用。但仅使用这些常用技巧优化算法，仍可能存在多余
的运算。如果能够更加充分的利用已知信息，就可以收到更好的效果。
在算法中削去冗繁，关键在于找到可利用的已知信息，一旦把它们充分利

用起来，就可以大大提高算法效率。

【参考文献】
1. 《信息学奥林匹克》. 1999(3)
2. 吴文虎，王健德 .《实用算法与程序设计》. 电子工业出版社 . 1998.01
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【附录】

[1].  摘自《郑板桥集》第 206页，全诗如下：

题画竹

四十年来画竹枝
日间挥写夜间思
冗繁削尽留清瘦
画到生时是熟时

[2]. 见参考文献[2]。

[3]. 在后面的分析中可以看到，调用粗体部分程序段的总次数是
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故算法的时间复杂度为O(2n+1)=O(2n)。

[4]. 也可以直接采用数学方法推导公式 1。但我认为，这比本文中使用的方法
更难掌握。在参考文献[1]中，给出了一个形式上更简单的计算公式，但这个公
式的设计也颇有难度。参考文献[1]中给出的公式是：








n

i

inFn

ttFF

ttmFtmFtmF

1

),(

)0(0),1(,1)1,1(

)],1()1,1([),(

个数的序关系数是：

边界条件：

[5]. 本文中所有程序的运行环境均为 Pentium 100MHz，BP7.0编译。

[6]. 如果我们边读数据边规划，就只要保存 V[i-1]和V[i]，而没有必要定义长
度为M的数组 V。这样，算法的空间复杂度降到了O(1)。

[7]. 公式 6可进一步化简：

]}1[*]2[/]1[],1[max{

]}1[*]1[],1[max{][

]1[/][

]}1[/][],1[max{][

]1[

]}1[],1[/]1[max{

]}1[/]1[*]1[],1[/]1[max{

]1[/]}1[*]1[],1[max{]1[/][

]}1[*]1[],1[max{

]}1[],1[max{][





















iViViMaxFiMaxF

iViMaxFViMaxFiMaxF

iViMaxF

iViMaxFiMaxFViMaxFV

iMaxFV

iMaxFViViMaxF

iViViMaxFViViMaxF

iViViMaxFViMaxFiViMaxF

iViMaxFViMaxF

iFiMaxFiMaxF

这样可以得到如下递推关系式：
]}1[*]2[/]1[],1[max{][  iViViMaxFiMaxFiMaxF

在源程序 Pro_2.pas中，给出了这个公式的算法 2-4。算法 2-4的时空复杂度
同算法 2-3，只是形式上更加简单。
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[8]. 值得说明的是，采用二分法求乘幂，并不是最充分利用已知信息的方法。
例如，采用二分法计算 i15需要 6次乘法，而实际上，我们只需 5次乘法即可。

p[1]=i;
p[2]=p[1]*p[1]
p[3]=p[2]*p[1]
p[6]=p[3]*p[3]
p[9]=p[6]*p[3]
p[15]=p[9]*p[6]

要得到求乘幂的最优方案，需要耗费大量的时间 (见参考文献[3])。由于二分
法的计算次数，与最优的次数非常接近，因此，本文选择了二分法。

[9]. 我们只需保存已算出的 1m,2m,…4999m的值即可。当然，还可以进一步优
化空间复杂度，详见程序 Pro_3.pas。
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