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摘  要 

 

组合游戏是指，信息完全轮流操作的双人游戏。本文将从一个游戏——k 倍

动态减法游戏（k-based dynamic subtraction game）的解答出发，讨论游戏中的一

个重要分支——组合游戏，并探讨解决这一类的问题的高效方法。探索的过程力

求兼顾游戏论中的普遍真理以及问题的独特性质。 

作为一篇信息学的论文，本文将着重讨论与组合游戏有关的相关算法和这些

算法时间复杂性分析，而不是游戏论中的一些经典的理论、典型的游戏实例或者

一些存在性的证明。 

“k 倍动态减法游戏”在 k 为一般正实数的情况，在 2002 年的国家集训队

论文中已经给出 O(S
3
)的算法，本文将在第 4．1 节给出一个优化到 O(S)的算法。 

“Nim 积”运算是利用 SG 函数解决游戏论问题的必要工具之一。本文将在

第 4．4．5 节给出一个 O(log
2
x)的计算“Nim 积”的算法。 

2008 年的 BOI（Baltic Olympiad in Informatics）中 knight 一题就是游戏论问

题，官方解答给出了 O(n
3
)的算法，但没有给出算法时间复杂度的证明。本文在

第 5 章提出了对这个 O(n
3
)的上界的质疑，并举出了质疑的确实依据，举出反例

证明了官方解答时间复杂度估计的错误之处。同时，本文经过对算法进一步优化，

得到了一个 O(n
2
)的算法。 

上面这些内容都是原创的独立研究成果。 

 

 

 

关 键 字 

 

NP 状态、单调性、SG 函数、“Nim 和” 、“Nim 积” 、对称性分析、贪

心分析、时间复杂度分析 
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一．引言 

 

1．1．组合游戏的定义 

“游戏”这个词包含的范围很广，像“石头剪刀布”“斗地主”“军旗”“象

棋”“Nim 游戏”等等。但是，一个游戏，作为组合游戏，必须具有以下特征： 

1：双人游戏。  

2：双方轮流操作。即，组合游戏不包含双方同时进行的操作。 

3：在游戏中的任意一个时刻，当前玩家可以选择的操作，是一个有限的确

定的集合。即，组合游戏不包含随机化的操作。 

4：信息完全。即，在游戏中的任意时刻，游戏中的任意一方都知道游戏的

初始状态，以及从“游戏开始”到“当前”为止的双方的所有的历史操作，没有

任何的保密。 

5：游戏中的某一些状态被规定为“胜利终止状态”，到达这些状态的玩家

获胜（即对方把胜利终止状态交给你的话，你就输了）；某一些状态被规定为“失

败终止状态”，到达这些状态的玩家失败。本文只讨论，有限次操作后能分出胜

负的那一类组合游戏，这一类游戏中将没有“平局”的情况。由于平局的情况是

复杂的，本文不讨论。例如，“中国象棋”“围棋”都是经典的组合游戏，但不属

于本文讨论范围。 

所以，像“推箱子”这样的单人游戏，不属于组合游戏；像“石头剪刀布”

这样包含同时操作的游戏，不属于组合游戏；像“飞行棋”“大富翁”这样包含

掷色子的随机行为的游戏不属于组合游戏；像“斗地主”“军旗”这样的对自己

当前状态保密的游戏，不属于组合游戏。 

所以总结起来，对于一个组合游戏，一般可以用 f：XP(x)来描述游戏规则。

其中 X 表示状态集，P(x)表示 X 的子集簇。f(x)就表示玩家可以从 x 出发一步操

作后到达的状态的集合。我们称任一个 )(xfy ，y 是 x 的一个后继。也就是说，

本文讨论的组合游戏可以被理解成一个有向无环图 G=(V,E)，图的点集 V=X，边

集 E=(xy| )(xfy )。 

 

1．2．组合游戏需要解决的问题 

由于组合游戏是一个双方博弈的游戏，所以对于一个游戏的研究一般需要回



NOI2009 冬令营论文                            从“k 倍动态减法游戏”出发探究一类组合游戏问题 

共 44 页-第 3 页 

答两个问题：谁有必胜策略？必胜策略是什么？ 

而在信息竞赛学的问题中需要解决的问题，也与此相对应，分三个层次： 

（1）判断谁有必胜策略； 

（2）寻找单回合的必胜选择； 

（3）维护多回合的必胜选择（交互题涉及）。 

 

1．3．衡量解决组合游戏的算法的时间的尺度 

作为信息学的问题，算法的时间效率至关重要。对于一般的信息学问题，算

法的时间复杂度是依据程序运行时间相对于输入文件规模增长的增长来衡量的。

这一衡量尺度对于游戏论问题当然是适用的，但是对于游戏论问题，特别是涉及

到前面提出的第三类交互式问题的时候，本文也会采用下面的衡量方式。 

首先，所有当前状态的直接或间接的后继状态的数量 S(x)、描述当前状态所

必需的数据规模 D(x)、最坏情况下结束游戏的回合数 T(x)都可以衡量一个游戏

的复杂程度，因此程序运行时间的增长与此三者之一的增长速度的关系，也可以

衡量一个算法的时间复杂度的尺度。 

其次，一方面由于对当前状态的描述必须能是的当前状态能区别于其它状态

（特别的，包括他的所有直接的或间接的后继状态），所以 ))((log)( xSxD  。

另一方面，由于表达游戏的图是有向无环的，所以对任意 )(xfy 都有

1)()(  ySxS ，所以 ))(()( xTxS  。有很多例子中， ))(()( xTxS  ，下文中

将会提及的“捡石子游戏”就是一个这样的例子；但是，在更多的游戏中

))(()( xTxS  ，例如在本文主要讨论的“k 倍动态减法游戏”， ))(()( 2xTxS  ，

在著名的 Nim 游戏中 ))(()( kxTxS  （其中 k 是 Nim 中数的组数），在经典的

Green Hackenpush 中 )2()( )(xTxS  。 

鉴于上面得出的 S(x)D(x)T(x)的相互数量关系，本文将选择 T(e)(e 表示初始

状态)这个游戏结束所需的最少时间作为衡量算法时间复杂度的尺度，正如一般

以输入时间这一程序运行的最少时间作为程序的运行标准一样。 

而且，在一些问题中，游戏状态的描述的规模 D(x)（这很有可能就是输入

文件的规模，因为输入文件应当包含且只包含游戏规则描述以及初始状态描述，

例如下面的“k 倍动态减法游戏”中，整数 k 是游戏规则描述，整数 S 是初始条件

描述）可能很小，但 T(e)很大时，程序运行时间与输入规模的相对关系就意义不
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大了。 

对于第(3)类交互式问题而言，O(T(e))-O(1)的在线算法是最理想的。 

 

1．4．游戏论问题对于信息学竞赛的普遍意义 

游戏论题目的考察兼顾了动态规划的基本算法原理，和各种分析手段的灵活

应用，是一类没有固定公式的综合型问题。这也正是游戏论越来越受欢迎的原因。

近些年，尤其最近一年，关于游戏论的问题在国际各大竞赛，各题库网站上屡见

不鲜。因此，游戏可以说已经成为信息学竞赛新热点。 
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二．问题的提出 

 

k 倍动态减法游戏：有一个整数 S（>=2），先行者在 S 上减掉一个数 x，至

少是 1，但小于 S。之后双方轮流把 S 减掉一个正整数，但都不能超过先前一回

合对方减掉的数的 k 倍，减到 0 的一方获胜。问：谁有必胜策论。 

根据引言部分游戏论的理论，把这个游戏抽象成数学模型，可以用一个有序

数对(m,n)来表示状态，表示当前 S 剩下 m，当前回合操作者最多可以减去 n，于

是初始状态为(S,S-1)。 

对于 k=1 或 2 的情况，2002 年国家集训队的论文中已给出结论。当 k=1，

当且仅当 S 是 2 的幂次时，后手胜。当 k=2，当且仅当 S 是一个费波纳切数时，

后手胜。显然这两个判定的时间复杂度都是 O(logS)，如果考虑高精度计算的话

时间复杂度是 O(log
2
S)。若要更进一步，找到必胜策略，并且在整个游戏过程中

维护它，这里先略去，后面会同一般的 k 的情况一起讨论。 
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三．基本理论——NP 状态定理；基本方法——动态规划 

 

3．1．N 状态 P 状态的概念： 

所谓 N 状态，是指当前即将操作的玩家有必胜策略（N 来源于 Next player 

wins.）。 

所谓 P 状态，是指先前刚操作完的玩家有必胜策略（P 来源于 Previous player 

wins.）。 

这里用一个简单的捡石子游戏（Take-Away Game）来说明这两个概念： 

有两个游戏者：A 和 B。有 21 颗石子。两人轮流捡走石子，每次可取 1、2

或 3 颗。A 先取。取走最后一颗石子的人获胜，即没有石子可取的人算输。 

如果操作完剩下 0 颗石子，那刚才操作的人就胜了，所以 0 是 P 状态。如果

剩下 1、2 或 3 颗石子，那么接下来取的人就能获胜，这是 N 状态；如果剩下 4

颗，那么无论接下来的人怎么取，都会出现前面这种情况，所以接下来取的人一

定会输，所以 4 是 P 状态；如果剩下 5、6 或 7 颗石子，那么接下来取的人只要

使得剩下 4 颗石子，他就能获胜。0，4，8，12，……都是 P 状态。 

可以发现规律，当且仅当剩余石子为 4 的倍数时是 P 状态。现在有 21 颗石

子，所以是 N 在状态，所以 A 必胜。 

 

3．2．NP 状态定理： 

定理：P 状态是“胜利终止状态”或者它的一切后继都为 N 状态，N 状态是“失

败终止状态”或拥有至少一个后继是 P 状态。 

 

3．3．通式的动态规划解法 

根据上面的定理，可以利用动态规划求得每个状态是 P 状态还是 N 状态。

具体的实现方法，可以按照图的拓扑逆序倒推（常用方法），也可以从初状态出

发进行记忆化搜索（这个留在后面讨论）。用递推实现，我们不难设计出下面算

法： 

步骤 1：把所有“胜利终止状态”标记为 P 状态，“失败终止状态”标记为 N 状

态。 

步骤 2：找到所有的未定状态中，所有后继都被确定是 N 状态的状态，设置

为 P 状态。 
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步骤 3：找到所有的未定状态中，可以一步到达 P 状态的状态，都设置为 N

状态。 

步骤 4：若上两步中没有产生新的 P 状态或 N 状态，程序结束，否则回到步

骤 2。 

上面这个算法是解决一切游戏论问题的普遍方法。不难发现，对于游戏

G(V,E)，这个算法的时间复杂度是 O(|E|)。 

但是，这个算法的普遍适应性，意味着它时间效率不高。对于“k 倍动态减

法游戏”而言，|E|= )(S3 ，T(e)= (S) ，所以这个算法相对于 T(e)是立方阶的，

并不十分优秀。在 2002 年的集训队论文中提出的对于一般的 k 的算法正是这个

O(S
3
)的动态规划方案，接下去本文将在此基础上，获得一个相对于 T(e)线性的

算法。 
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四．基于动态规划的算法优化 

 

4．1．基于单调性的方法 

4．1．1．“k 倍动态减法游戏”的状态单调性 

在 “k 倍动态减法游戏 ” ，状态 (m,n) 是关于 n 单调的。即，若记

NP(m,n)=








)___),_((0

)___),_((1

positionPaisnmif

positionNanisnmif
，NP(m,n)关于 n 单调不减。 

这是因为若正整数 m0、n0 使得 NP(m0,n0)=1，则对于任意 n>n0,m=m0 都有

NP(m,n)=1。这是因为，状态(m0,n0)时玩家可以完成的操作，在状态(m,n)也允许

操作（这利用了 n>n0），且到达相同的状态(这利用 m=m0)。 

 

4．1．2．利用状态单调性优化“k 倍动态减法游戏” 

由状态单调性，只需递推计算 f(m)=min{n|NP(m,n)=1}（由于 NP(m,m)=1 所

以使得 NP(m,n)=1 成立的 n 是存在的，故可以取最小值）可存储 NP(m,n)的全部

信息。 

k=1 时的情况，就如图 4-1 所示。注意到，NP(m,n)=0 当且仅当对于任意

r=1,2,3…n 有 m-r>0 且 NP(m-r,kr)=1。所以，若 n0=f(m)则 NP(m-n0,kn0)=0 且以下

两 式 中 有 一 个 成 立 ： n0=1 或 NP(m-n0+1,k(n0-1))=1 。 即 f(m-n0)>kn0 且

f(m-(n0-1))<=k(n0-1)。这样一来，朴素的实现这一过程只需逐个检验每个 n，第

一个使得 f(m-n)>kn成立的 n就是 f(m)，即状态转移方程为 f(m)=min{n|f(m-n)>kn}

（规定 f(0)为正无穷，因为当 S 剩余 0 时，无论现在能减去多少，都是 P 状态，

即 NP(0,n)=0）。因此，计算每个 f(m)的时间复杂度为 O(m)。注意到，后手必胜

的充要条件是 f(S)=S，所以算法只需逐次计算 f(1),f(2)…因此总时间复杂度为

O(S
2
)。 
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4．1．3．利用决策单调性进一步优化“k 倍动态减法游戏” 

前面将算法从 O(S
3
)优化到 O(S

2
)正是由于紧紧抓住了“k 倍动态减法游戏”中

的 状 态 单 调 性 。 下 面 的 进 一 步 优 化 用 到 的 是 状 态 转 移 方 程

“f(m)=min{n|f(m-n)>kn}”的决策单调性和栈这一数据结构。 

这一次，本文为更容易理解，不是用晦涩的数学符号和状态转移方程的变形

来表述，而是用下面这种更为形象的方式。如图 4-2 所示（k=1 的情况），如果

把 NP(m,n)=0 的格子涂黑，就会在表格上看到黑色个连成的 “墙 ”。由

f(m)=min{n|f(m-n)>kn}不难证明 f(m)就是从(m,0)格子出发，斜率为 k
-1 的直线到

第一堵他遇到的墙的距离。 
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注意到，所有这些直线是平行的，且随着 m 增大逐渐向下向右移，同时每

一堵墙都是固定的、右端有界的。因此，若某一堵墙不能挡住当前的直线，则以

后也再也不能挡住直线！这一重要性质，让我们想到用栈这一数据结构来储存

“墙”，并给出以下算法： 

计算每个 f(m)时，逐个检验栈中的“墙”。若某堵“墙”不能挡住从(m,0)格子出

发斜率为 k
-1 的直线，那么该“墙”出栈；否则，若这堵“墙”能挡住斜线，则循环

结束并得出 f(m)的值。最后，根据 f(m)可确定一堵新“墙”的位置和长度（f(m)=0

的话就没有新“墙”），新“墙”入栈。 

这样一来，每计算一个 f(m)至多产生一堵新“墙”，每堵“墙”恰好进栈一次，

出栈一次。因此，这个判定胜负的算法的总的时间复杂度为 O(S)，也是关于 T(e)

的线形算法！ 

 

4．1．4．进一步讨论“k 倍动态减法游戏”的必胜策略的寻找方式 

事实上，在计算出所有的 f(m)之后，可以在 O(1)时间内完成必胜策略的寻

找。 

这是因为根据 f(m)的定义：f(m)=min{n|NP(m,n)=1}，可知在状态(m,n)时（其

中 n>=f(m)），当前玩家减去 f(m)就是一个必胜策略（事实上这也是减去数字最

小的必胜策略）。所以在线游戏的时间复杂度是 O(S)-O(1)，也就是 O(T(e))-O(1)。 

当然对于 k=1 或 2 的特殊情况，可以找到 O(log
2
S)-O(logS)的算法，由于只

是利用了数学性质，而不是动态规划中的单调性，这里就不展开了。 
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4．1．5．小结 

至此，“k 倍动态减法游戏”的胜负判定问题以及必胜策略维护问题已获完

满解决。总结这个过程，核心就在于算法在“基于 NP 状态定理的动态规划”这一

普遍方法的基础上充分利用了问题的特殊性——具体动态规划中的状态单调性

和决策单调性。可以说，“k 倍动态减法游戏”是利用单调性优化经典游戏之一。 

同时，单调性对游戏论问题的帮助是极具普遍意义的。很多情况下，状态的

NP 属性是分段的，就像“k 倍动态减法游戏”中那样，每一行中的前一部分都

是 P 状态，后一部分都是 N 状态。另外，利用各种决策单调性优化动态规划更

为常见，在所有动态规划书籍中都能找到。 

 

4．2．基于记忆化搜索实现动态规划的优化模式 

本文接下去的几部分，将举一些其它的游戏的例子，说明一些其他的常见的

方法。引用的样例游戏有些是来自于经典的组合游戏问题，有一些来自于近些年

特别是最近一年的国际上的各大信息学竞赛。 

作为除递推之外的动态规划的另一种实现方式，记忆化搜索有着思维复杂度

低，编程难度小的优势。在组合游戏的问题中，记忆化搜索有时非常有效。 

注意到 NP 状态定理中：









))(),((

))(),((
)(

PyNPxfyifN

NyNPxfyifP
xNP 。因此，若在搜

索过程中，只要发现了一个 )(xfy ，使得 NP(y)=P，就可以确定 NP(x)=N，而

不需要再搜索 x 的其他后继了。这是重要的“搜索—剪枝”依据。据此，以下两

种策略非常实用。 

(1) 启发式：选择最有可能是必胜策略的操作，对此操作下的后继状态

优先搜索。或者，对最容易判断状态胜负的后继先搜索。当然，对

“最有可能是必胜策略”“最容易判断状态胜负”的估价因人而异，

也因题而异，没有一个通用的公式。而且，值得一提的是，如果发

现一种估价的计算代价，超过了它的剪枝价值，就应该舍弃。 

(2) 随机化：顾名思义，就是利用随机函数打乱所有操作的搜索顺序，

从而平均化各种操作选择之间的优先性，避免由于数据特殊性，而

陷入搜索死胡同。 

显然，“启发式”方法与“随机化”方法背道而驰，针对不同的游戏，必须

慎重选择。 

对比“记忆化搜索”与“递推”这两种实现方式，“记忆化搜索”意味着可
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以避免处理许多实际游戏中根本不可能出现的状态（即使不剪枝），实现常数上

的优化，同时好的剪枝策略能使搜索中重处理的状态总数大大减少；不过，“记

忆化搜索”也意味着，对于基于决策单调性等的只适应与递推实现的优化，只能

割爱了。 

 

4．3．基于观察规律的优化 

游戏中的一个状态是 N 状态还是 P 状态，如果可以通过一个数学公式简单

的计算出，那么所有的时间复杂度将都变成常数。这似乎有些不可思议，但在有

些问题中，这样的数学公式是确实存在的，而且十分简洁的。例如，在前面第三

章开始处介绍的“捡石子游戏”中，当且仅当，剩余石子数是 4 的倍数是，当前

状态是 N 状态。 

 

4．3．1．knight 游戏 

这个问题选自 CEOI2008（Central European Olympiad in Informatics）： 

 

CEOI 2008 knight：在一个 N*N 的国际象棋棋盘上，放了 K 只马。双方玩家

轮流操作。对于单只马而言，只有图 4-3 中四种移动方向是有效的（不能移出棋

盘）。每回和玩家操作时，若没有一匹马可以有效操作，则该玩家负；否则，它

必须将所有可以移动的马按规则移动一步，不能移动的马放在原处不动。问，先
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行的玩家是否有必胜策略？ 

 

4．3．2．从一匹马情况入手的初步分析 

先分析简单的情况。如果棋盘上只有一匹马，那么，游戏就变成：双方轮流

操作，谁不能操作谁输。利用 NP 状态定理，可以设计出 O(N
2
)的动态规划算法。

注意到，如果马的坐标是(x,y)，那么游戏过程中 x+y 不断减小。所以，这个动态

规划的算法有递推实现也是很容易的。 

但是，题目中的 N 很大，O(N
2
)的算法太慢了。于是，尝试观察规律的方法。

编出这个 O(N
2
)的程序，用一些小规模的 N，可以观察出下面的规律： 
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尽管，N 除 4 的余数不同时，规律是不一样的，但这些不同的规律还是可以

从上面这些表格中提炼出来。于是，判定胜负的时间复杂度变成了 O(1)。（虽然

这些规律对 K 匹马的原题没有帮助，但只有找到单匹马时的这些规律，才会在 K

匹马的问题中想到有规律可循！） 

 

4．3．3．对 K 匹马的情况的分析 

显然，对以每匹单独的马，玩家都应该争取“获胜”，毕竟“获胜”的情况

一定不比“输掉”更糟糕。所以，如果某个玩家可以在每匹马上获胜，他就胜定

了。 

那如果两个玩家都只能在部分“马”上“获胜”呢？根据规则：所有马都不

能操作时当前玩家负。所以，在最晚获胜得“马”上“获胜”的玩家胜利！即，

玩家的正确策略应该是：赢不了的尽快输掉，赢得了的慢慢地赢。 

所以，在 k 匹马的问题中，需要计算的不仅是每一匹马谁胜，还有在多少回

和 后 胜 。 记 坐 标 (x,y) 的 马 在 Round(x,y) 回 合 后 分 出 胜 负 。 且 规 定










)),(_)(,(

)),(_)(,(
),(

PyxNPifyxRound

NyxNPifyxRound
yxRR 。 

所以，状态转移方程是：









)),(_(1*)}*,(min{

)),(_(1*)}*,(min{
),(

PyxNPifyxRR

NyxNPifyxRR
yxRR

（其中， *)*,( yx 是(x,y)的后继）。最后，所有马中，RR 绝对值最大的若为正，

则先手方胜；否则，后手方胜。虽然，这个动态规划计算的不是 NP 状态，但整

个动态规划的流程确实完全类似的。 

 

4．3．4．knight 问题的解决 
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现在，这个动态规划算法的最大缺陷就是时间复杂度太高——O(n
2
)。但状

态数也是 O(n
2
)，动态规划已经无法再改进了。于是，想到处理一匹马的问题的

方法——观察总结公式。依旧通过编写简单的验证程序，就会得到 Round(x,y)

的公式。不过要观察出这个规律，是不容易的。要先通过 Round(x,y)表，猜出

Round 关于 x,y 的线性递增倍数：
2

1),(
lim

,


 yx

yxRound

yx

。然后，再计算表格




















22
),(

yx
yxRound ，可以观察到，这个表格除(1,1)-(4,4)和最外层之外其他

4*4 的正方形都是一样的，都是

2101

1010

1001

0112





。 

和一匹马的游戏类似，最外层的规律对于不同的 N 被 4 除的余数是不同的。

但归纳起来的话，对于给定的(x,y)都可以在 O(1)的时间内算出 Round(x,y)，故总

时间复杂度为 O(K)。可见观察总结数学公式的威力强大。 

不过，这个问题中，本文推荐更为明智的做法：最外层的 Round(x,y)留给动

态规划，这样时间复杂度为 O(K+N)。这样，一方面避开了最外层 Round(x,y)的

数学公式的冗繁归纳和检验；另一方面，由于本文题中 N 与 K 同阶，所以这样

的改进并未增加时间复杂度，反而减少了编程时间，是非常好的变通方式。 

从这个例子可以看出，用数学公式不但可以解决 NP 状态的判定，还能计算

一些其他的与状态有关的数学量，包括后面一节就要提到的 SG 函数。 

 

4．4．基于 SG 函数以及 SG 定理 Tartan 定理的优化 

这一节引进的 SG 函数，本质上来说与上一节提到的“公式”一样，属于状

态与状态之间的数学关系。不过，这一种数学关系是十分独特的。2002 年国家

集训队关于由游戏论的论文中曾提到“构造一个函数，沟通与 NP 状态之间的关

系”说的其实就是 SG 函数。 

“Nim 和”与“Nim 积”是利用 SG 函数解游戏论问题的重要工具。但有关

“Nim 积”的资料在国内非常少见，本文将在下面第 4．4．5 节给出原创的计算

“Nim 积”的算法，并给出时间复杂度的分析与证明。 

从第 4．4．1 节至第 4．4．4 节是一些相关概念及定理的介绍，对相关内容

熟悉的读者可以跳过这些部分，直接阅读第 4．4．5 节。 

另外在这一节中，假设所有探讨的游戏中不存在“失败终止点”，同时下面要
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引入一些新的概念。 

mex 记号： }0,|min{)(  xSxxSmex ，其中 S 是一个由非负整数构成的

有限集。 

SG 函数：对于一个描述游戏的图 G(V,E)，以及游戏规则 f: VP(V)其中 P(V)

表示 V 的子集簇，记












)_)}((|)({

)_____(0

)(

situationotherxfyySGmex

positionendwinningaisx

xSG 。由 NP 状

态定理，不难发现，SG(x)=0 当且仅当 x 是一个 P 状态！ 

 

4．4．1．关于“Nim 和”与 SG 定理 

4．4．1．1．Nim 和 

“Nim 和”运算：即信息学中常说的 xor 运算，仅限于非负整数之间。这里

称为“Nim 和”是因为此运算可用以分析著名的 Nim 游戏，且与后面会介绍的

“Nim 积”相对应。本文中统一用符号表示。 ba 的运算法则是：对于 a,b

的每一个对应的 2 进制位如下表计算： 

a b ba

 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0 

由运算法则可以直接推出下列运算的运算定律：(1)交换律 abba  ；

(2)结合律 )()( cbacba  ；(3)自反律 0 aa , aa 0 。由这些运算性

质可知，方程 bxa  有且只有唯一解 bax  。 

简单证明如下： 

bxa   

 bax   

 abaax  )(  

 abaax  )(  

 abx  0  

 abx   
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4．4．1．2．SG 定理 

定义：n 个游戏 G1G2…Gn 的和 nGGGEVG  ...),( 21 为： 

(i) nVVVV  ...21 (笛卡尔积) 

(ii) },,...1,),...,(),...,(|{ 2121 kixynkEyxyyyyxxxxxyE iikkknn   

也就是说，G 相当于每次在 G1G2…Gn 中选出一个游戏，在其中操作一次，

最后不能操作的一方获胜（因为，这 n 个游戏都不包含“失败终止状态”）。 

SG 定 理 ： 设 nGGGEVG  . . .),( 21 ， Vxxxx n  )...,( 21 ， 则

)(...)()()( 21 nxSGxSGxSGxSG  。 

这个定理的证明可以在附录中找到。显然，利用这个定理，“基于 NP 状态

定理的动态规划”的时间复杂度从 )()(
1





n

i

iEOEO ，改进到只需对每个单游戏

分别动态归化计算 SG 函数即可，总时间复杂度只有


n

i

iEO
1

)( 。改进明显！ 

 

4．4．1．3．Nim 游戏 

有时，每个子游戏的 SG 函数可以利用前面提过规律观察得到简明的数学公

式，每个计算的时间复杂度可以降到对数阶，甚至常数阶，例如经典的 Nim 游

戏就是这样的。 

Nim 游戏：有 k 堆石子，各包含 x1,x2…xk 颗石子。双方玩家轮流操作，每

次操作选择其中非空的一堆，取走其中的若干颗石子（1 颗，2 颗…甚至整堆），

取走最后一颗石子的玩家获胜。 

不难发现，Nim 游戏可以被理解成 k 个这样的游戏的和：有一堆石子，双方

轮流操作，每次操作取走其中的若干颗石子，1 颗，2 颗…甚至整堆，取走最后

一颗石子的玩家获胜。虽然这个本身，没有实际意义，因为无论如何，先行者只

需直接取走整堆，就可获胜。也就是说，









)0_(

)0_(
)(

xifN

xifP
xNP 。但他的 SG 函

数意义重大！逐次计算得：SG(0)=0, SG(1)=mex(0)=1, SG(2)=mex(0,1)=2…可总

结出：SG(x)=x。 
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所以，由 SG 定理和 SG 函数与 NP 状态的关系，Nim 游戏先手胜当且仅当

0...21  kxxx 。所以“Nim 游戏”的胜负判定的时间复杂度为 )(kO 。（出于

实际，不考虑高精度计算，毕竟 10
9 颗石子或更多石子的“Nim 游戏”很有可能这

辈子结束不了了）。 

 

4．4．1．4．Nim 游戏的必胜策略 

进一步，能否在 )(kO 时间内找到“Nim 游戏”的必胜策略？答案是肯定的！

因为必胜策略只需将 ),...,,( 21 kxxx  ),...,,( 21 kyyy 使得 0...21  kyyy 。下面

算法是可行的： 

(i)计算 kxxxX  ...21 ， 0X 。 

(ii)找到一个 i，使得 X 在 2 进制下的最高位（假设是 2 位）在 xi 中为 1。（由

于 kxxxX  ...21 ，所以必定存在这样的 i） 

(iii)令 Xxy ii  ， jj xy  ， ij  。（因为 yi 的
2 位为 0，xi 的

2 位为 1，

且两者更高的位都相同，所以 yi<xi，所以，该操作合法。） 

 

4．4．1．5．与对手交互 Nim 游戏的维护 

作为一个求单次必胜策略的算法，上面一节中的 O(k)是一个好算法，因为

在 Nim 游戏中 k<T(e)。不过，如果把这个算法用来在线游戏，时间复杂度就变

成 O(k)-O(k)，这不能令人满意，因为这意味着总时间可能达到 T(e)的平方阶（这

里用到引言中提到的评估在线的游戏论算法的时间复杂度的尺度）。因此，优化

是必须的。 

要减少在线部分的时间复杂度，就要减少重复的冗余计算。原算法中步骤(i)

和步骤(ii)时间复杂度都是 O(k)，因此都是算法的时间瓶颈。分而治之！ 

对于步骤一，不难发现，当前状态与当前玩家上一次操作的状态中，最多有

两堆石子数量不相同，假设是 jjii yxyx  , ，于是 jiji yyxxXY  。

时间复杂度改进到了 O(1)。 

对于步骤二，可以用 )log(max ix 个双向链表，储存对于每一个 ，哪些 i 使

得 xi 的
2 位为 1。每次维护的时间是 ))(log(max ixO 。 
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所以，在线算法的时间复杂度为 ))(log(max))log(max( ii xOxkO  。事实上，

对于“和”游戏必胜策略的寻找，上面这种利用双向链表的方法是十分常见的手

段。 

Nim 游戏是十分经典的游戏，许多著名的数学家设计了许多 Nim 游戏的变

种，这些游戏都可以转化为 Nim 游戏来解决，Nim 游戏的变种的例子可以在附

录中查到。 

利用 SG 定理可以解决许多“和”游戏。下面一个问题留给读者。 

有 k 堆石子，各包含 x1,x2…xk 颗石子。双方玩家轮流操作，每次操作选择

其中非空的一堆——第 i 堆，取走其中的若干颗石子，1 颗，2 颗…或 i 颗。取走

最后一颗石子的玩家获胜。 

（其他一些在题库网站上有，附录上也列有） 

 

4．4．2．SG 定理的嵌套使用 

事实上，SG 定理的使用相当灵活，组成“和”游戏的每个单游戏，本身也可

以是复杂的。下面是一个著名的游戏。 

n 枚棋子排成一排，两个玩家轮流操作，每次可以取走一颗棋子，或者连续

的两颗棋子（所谓连续是指中间没有空格，例如 2 号棋子取走后，不能同时取走

1 号 3 号棋子）。取走最后一枚棋子者胜。 

 

这个游戏初看状态表达复杂，而且难以表示成游戏“和”的形式。事实上，这

只是形式不同而已。考虑，第一个玩家操作以后的情况。要么在左侧或右侧顶端

取走一颗或两颗棋子，这样操作得到的后继的 SG 函数分别是 SG(n-1)，SG(n-2)；

要么在中间取走棋子，如图 4-4 所示，这样一来，整排棋子分成两段，但这两段

至此不相关了，于是游戏成为了两个相互独立的游戏的“和”。于是可以给出递推

求 SG 函 数 的 递 推 式 ： SG(n)=mex{SG(n-1),SG(n-2), 

)1()(  inSGiSG , )2()(  inSGiSG |i=1,2...n}。 

为便于理解，这里将 n 比较小的情况罗列出来： 

SG(0)=0 



NOI2009 冬令营论文                            从“k 倍动态减法游戏”出发探究一类组合游戏问题 

共 44 页-第 20 页 

SG(1)=mex(SG(0))=1 

SG(2)=mex(SG(0),SG(1))=2 

SG(3)=mex(SG(1),SG(2), )1()1( SGSG  )=3 

SG(4)=mex(SG(2),SG(3), )1()1( SGSG  , )2()1( SGSG  )=1 

SG(5)=mex(SG(3),SG(4), )3()1( SGSG  , )2()2( SGSG  , )2()1( SGSG  )=4 

发现规律，当 n>0 时，SG(n)>0，也就是说，无论如何，都先手必胜？！这

个结论是正确的，因为先手方只需在第一次操作时取走中间的 1 颗或 2 颗（1 颗

还是 2 颗由 n 的奇偶性决定），把整排棋子变成对称的两堆就可以确保获胜了。

尽管如此，这一个问题中计算 SG 函数的方法是很具有代表性的。同时，这个问

题也告诉我们，解决组合游戏问题时千万不要将思路局限于 NP 状态定理得动态

规划，或者计算 SG 函数！后面的第 4 章会给出一些这样的例子。 

 

4．4．3．SG 定理的另一种推广——“N 阶 Nim 和” 

除了上一节中提到的，通过游戏“和”的嵌套推广“Nim 和”运算外，“Nim

和”还有一种重要推广：“N 阶 Nim 和”。 

N 阶 Nim 游戏：有 k 堆石子，各包含 x1,x2…xk颗石子。双方玩家轮流操作，

每次操作选择其中非空的若干堆，至少一堆但不超过 N 堆，在这若干堆中的每

堆各取走其中的若干颗石子（1 颗，2 颗…甚至整堆），数目可以不同，取走最后

一颗石子的玩家获胜。 

结论：当且仅当在每一个不同的二进制位上，x1,x2…xk 中在该位上 1 的个数

是 N+1 的倍数时，后手方有必胜策略，否则先手必胜。 

这个结论的证明与 SG 定理的证明类似，由于本文是一篇信息学论文，这一

个证明不是本文的重点，因此这里不再展开。具体的证明可以在相关文献上查找

到。 

注意，N 阶情况下，子游戏的 SG 函数只能用来分析胜负，并求必胜策略，

而不能求出“N 阶和游戏”的 SG 函数。也就是说，二进制位下分别加和知识得

到一组数，而非一个数。 

这是十分重要的，因为正是因为此，在 N>1 时不能嵌套！原因还在于 SG 定

理（可以理解成 1 阶“和”游戏的胜负判定）的证明中，每一个简单游戏都可以

被理解成一个 1 阶“和”游戏（即，一个简单游戏与一个 1 阶“和”游戏性质相同）。

但一个简单游戏与一个 N 阶“和”游戏性质显然是不同的，因此，当 N>1 时嵌套

形式的推广不适应于 N 阶 Nim 和。 
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4．4．4．Nim 积 

4．4．4．1．翻硬币游戏 I 

翻硬币游戏 I：在一个 n+1 行 m+1 列的表格里，坐标从(0,0)标记到(n,m)，每

一个格子中有一枚硬币，或正面朝上，或反面朝上。两个玩家轮流操作，每次操

作同时翻 2 枚同行或同列硬币，如图 4-5 种那样，但要求，其中坐标较大的一枚

硬币必须是从正面翻到反面的。即，当(x,y)正面向上的时候，可以同时翻(x,b)

或(a,y)（其中 a<x，b<y）。双方如此不断操作，直至有一方无法操作为止，不能

操作的人负，即不能操作的状态（只有(0,0)有正面向上的硬币，或者整个表格的

硬币都反面向上）是胜利终止状态。 

 

这个问题有点复杂，用逐步简化的方法来分析它。首先，如果只有一行，即

n=0，每一枚向上硬币可以被理解成一个单独的游戏，于是游戏似乎就变成这些

单独游戏的“和”，因为翻两枚硬币可以理解成把“坐标大”的正面硬币移到了坐标

小的位置。唯一一点区别是，同时翻两枚正面向上的硬币，就相当于坐标小的被

坐标大的硬币“消掉”了。这其实与游戏“和”模型是不矛盾的，因为两个相同位置

的正面硬币的 SG 函数值必相同，因此他们的 Nim 和为 0，所以等于“没有”。 

回到原来问题，显然问题也归结为若干个单独游戏的和——若干个单独的证

面向上的硬币。在只包含一行的游戏中，一颗正面向上的硬币的 SG 函数就是它

的列坐标。那么，行数不为一的情况下，SG 函数至如下： 

 



NOI2009 冬令营论文                            从“k 倍动态减法游戏”出发探究一类组合游戏问题 

共 44 页-第 22 页 

可以发现规律，SG(x,y)= yx 。这是因为，每个单个的棋子也可以理解成

两堆石子的 Nim 游戏，即行坐标表示一堆，列坐标表示另一堆。下一个游戏更

复杂，也将引出这一节的主题“Nim 积”。 

 

4．4．4．2．翻硬币游戏 II 

翻硬币游戏 II：在一个 n+1 行 m+1 列的表格里，坐标从(0,0)标记到(n,m)，

每一个格子中有一枚硬币，或正面朝上，或反面朝上。两个玩家轮流操作，每次

操作同时翻 4 枚在一个矩形（边长平行于行列的矩形）四顶点的硬币，而且要求，

其中行列坐标都较大的一枚硬币必须是从正面翻到反面的。即，当(x,y)正面向上

的时候，可以同时翻(x,y)(x,b)(a,y)(a,b)（其中 a<x，b<y）。双方如此不断操作，

直至有一方无法操作为止，不能操作的人负，即不能操作的状态（只有第 0 行和

第 0 列有正面向上的硬币，或者整个表格的硬币都反面向上）是胜利终止状态。 

类似翻硬币游戏 I 中的分析，每枚正面向上的硬币可以理解成一个独立的简

单游戏，而在这个游戏中，每次操作能加一个简单游戏拆分成 3 个游戏的“和”。

这是游戏“和”的嵌套，前文已经介绍过这样的 SG 函数的求法。这里，略去具体

的计算过程，通过下表给出 SG 函数的计算结果。 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

2 0 2 3 1 8 10 11 9 12 14 15 13 4 6 7 5 

3 0 3 1 2 12 15 13 14 4 7 5 6 8 11 9 10 

4 0 4 8 12 6 2 14 10 11 15 3 7 13 9 5 1 

5 0 5 10 15 2 7 8 13 3 6 9 12 1 4 11 14 

6 0 6 11 13 14 8 5 3 7 1 12 10 9 15 2 4 

7 0 7 9 14 10 13 3 4 15 8 6 1 5 2 12 11 

8 0 8 12 4 11 3 7 15 13 5 1 9 6 14 10 2 

9 0 9 14 7 15 6 1 8 5 12 11 2 10 3 4 13 

10 0 10 15 5 3 9 12 6 1 11 14 4 2 8 13 7 

11 0 11 13 6 7 12 10 1 9 2 4 15 14 5 3 8 

12 0 12 4 8 13 1 9 5 6 10 2 14 11 7 15 3 

13 0 13 6 11 9 4 15 2 14 3 8 5 7 10 1 12 

14 0 14 7 9 5 11 2 12 10 4 13 3 15 1 8 6 

15 0 15 5 10 1 14 4 11 2 13 7 8 3 12 6 9 
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前面已经知道，在“翻硬币游戏 I”中 SG(x,y)= yx ，而这个“翻硬币游戏 II”

的 SG 函数显然更为复杂，记这个游戏的 SG 函数，SG(x,y)= yx ——Nim 乘法

运算。 

也就是说 }0,0|)()(){( ybxababxyamexyx  。这一定

义式和游戏模型的定义是等价的，而且是所有下面将提到的运算定律和运算性质

的重要证明依据和唯二证明途径。 

 

4．4．4．3．Tartan 定理 

上面这个运算之所以被称之为“乘法”运算，是因为它可以向 SG 定理一样做

如下推广： 

Tartan 定理：若记 n 个游戏 G1G2…Gn 的积 nGGGEVG  ...),( 21 为： 

(i) nVVVV  ...21 (笛卡尔积)  

(ii) )}(|){( *

iii xfxxyE  ，其中 



},{

2121
*

)...,(),...,(

iii xxy

nn yyyyxxxx 。这里

 号代表相同游戏规则下，不同状态所表示的不同游戏的和。 

那么， )(...)()()( 21 nxSGxSGxSGxSG  ，其中 Vxxxx n  )...,( 21 。 

 

4．4．4．4．“Nim 积”的运算定律 

yx 满足以下运算定律： 

(1)单位元： xxx  11 ； 

(2)交换律： xyyx  ； 

(3)结合律： )()( zyxzyx  ； 

(4)对的分配律： )()()( zyzxzyx  。（类似于，普通乘法与普

通加法的关系） 

 

4．4．5．Nim 积的计算方法和时间复杂度估计 
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4．4．5．1．Nim 积的重要运算性质 

朴素的计算 Nim 积 yx ，需要先求出所有 )()()( babxya  ，其

中 ybxa  0,0 。这样的时间效率相当低下。要快速高效的计算出的 yx ，

除了要利用上一节的一些运算律，还要利用一些性质，这些运算律和运算性质的

证明并不容易，更多是数学的推导，与信息学竞赛无关，故本文不作介绍。 

Nim 积的性质：对于
22, yx ： 

(1) xx
 22 22  ； 

(2)
22 yx ； 

(3)
 222 2

2

3
22  。 

 

4．4．5．2．利用运算定律和运算性质计算 Nim 积的实例 

接下来先给出一些计算的例子，再总结成算法，并估计时间复杂度。 

(1)计算 1724   

)18()116()816()1616()116()816(1724 

12881612824   

(2)计算 88  

63)44()22()42()42(88 

133824)22()42()21()41()24()21(   

 

4．4．5．3．计算 Nim 积的算法 

其实，上面这两个例子指引出了计算 yx 的算法。 

下面将给出的算法的基本思路是递归：当需要计算 yx 时（不妨假设

yx  ）， 把 x,y 表 示 成 这 样 的 形 式 ： qpMx  , tsMy  , 其 中

122 22



aa

x ,
a

M 22 。这样一来，利用分配律和性质（1）（3），就只需要

计算
a

M 22 更小的 Nim 积，即 更小的时候的 Nim 积。 
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同时，一个小的优化对时间复杂度的解释重要的：利用运算性质（1）（3）

的时候会产生许多，计算 yx ，其中 x 是 2 的幂次的需要。而这种情况较一般

的情况要简单，耗时也少，因此单独坐一个字程序。 

下面就给出这个算法，这个算法在时间上是最优的，其他一些实现方便的朴

素方法可以在附录中查到。 

用递归函数 Nim_Multi(x,y)来计算，Nim_Multi_Power(x,y)是一个辅助的递

归函数，处理 x 是 2 的幂次的情况。 

Nim_Multi(x,y)： 

1.若 x<y，返回 Nim_Multi(y,x) 

2.若 x<16，查表并返回值 

3.找到正整数 a 使得
122 22




aa

x 。设
a

M 22 。 

4.将 x,y 表示成： qpMx  , tsMy  。其中 MtqNtsqp  ,0,,,, 。 

5.递归计算： 

c1=Nim_Multi(p,s) 

c2=Nim_Multi(p,t)Nim_Multi(q,s) 

c3=Nim_Multi(q,t) 

6.返回(c1 c2)M c3Nim_Multi_Power(
2

M
,c1) 

Nim_Multi_Power(x,y)：（这个函数确保 x 是一个 2 的幂） 

1.若 x<16，查表并返回值 

2.找到正整数 a 使得
122 22




aa

x 。设
a

M 22 。 

3.将 x,y 表示成： PMx  , TSMy  。 

4.递归计算： 

d1=Nim_Multi_Power (P,S) 

d2=Nim_Multi_Power (P,T) 

5. 返回 M(d1 d2)Nim_Multi_Power(
2

M
,d1) 

 

4．4．5．4．算法的时间复杂度估计： 

设 f(a)表示在最坏情况下，依据上述算法计算 Nim_Multi(x,y)的时间复杂度，

其中
122,0



a

yx 。 
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设 g(a)表示在最坏情况下，依据上述算法计算 Nim_Multi_Power(x,y)的时间

复杂度，其中
122,0



a

yx ，且 x 是一个 2 的幂。 

则 f(n)=4f(n-1)+g(n-1)，g(n)=3g(n-1)。 

由第 2 式知：g(n)=O(3
n
)。代入前一式，得到：f(n)=4f(n-1)+ 3

n-1。 

即：f(n) +3
n
 =4f(n-1) +3

n
 +3

n-1
 

f(n) +3
n
 =4f(n-1) +4·3

n-1
 

所以：f(n) +3
n
 =4( f(n-1) +3

n-1
 ) 

所以：f(n) =O(4
n
)-O(3

n
)=O(4

n
) 

故，这个递归算法的时间复杂度是 O(4
loglog max(x,y)

)，即 O(log
2
x)。 

 

4．4．5．5．算法的证明： 

Nim_ Multi_Power(x,y)= PM  )( TSM   

= ))(()( TMSMP   

= ))(())()(( TPMSPMM   

= ))(()(
2

TPMSP
M

M 
















  

=   )()()(
2

SPTPMSP
M









  

= M(d1 d2)Nim_Multi_Power(
2

M
,d1) 

Nim_Multi(x,y)= )( qpM   )( tsM   

= ))(())(( tMsqMp   

= )())(())(())()(( tqsqMtpMspMM   

=   321
2

ccMc
M

M 
















  

=    3121
2

cc
M

Mcc 







  

=(c1 c2)M c3Nim_Multi_Power(
2

M
,c1) 
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同时注意到 P,
2

M
都是 2 的幂，故算法正确性获证！必须指出，在与“Nim 积”

有关的游戏的问题中，这个计算 yx 的算法是至关重要的。 

 



NOI2009 冬令营论文                            从“k 倍动态减法游戏”出发探究一类组合游戏问题 

共 44 页-第 28 页 

 

五．不基于动态规划的问题思考 

 

基于 NP 状态定理的动态规划方法是解决游戏论问题的普遍方法，本文前面

的部分介绍了许多对动态规划解法的优化。不过，有些问题终究是不能有动态规

划解决的，或者说从 NP 状态的角度分析只能的时间复杂度非常高的算法。前面

在 SG 函数的一节中就已经有一个被分析 NP 状态和计算 SG 函数“误入歧途”

的例子。这一章再给出几个这样的例子，此间的分析方法，仅作抛砖引玉之效。 

 

5．1．对称化分析 

所谓对称化，就是顾名思义，就是设法使两方的情况对称起来。这样对方能

操作，自己也能操作，对于“不能操作就胜”的问题，对称化就意味着自己站在

了不败之地。 

下面这一个例子是一个简单的问题，它选自 2008 年的 US open。 

US open 2008 the Ultimate Battle：一个战场被分割成 W*H 的网格，游戏双

方开始时，站在两个不同行也不同列的的格子里。双方轮流操作。每个玩家每次

操作，可以水平的或垂直的移动若干格，不能走出战场。另外，两个人手中都是

有枪的，而只有双方在同一水平线上，或同一垂直线上时，才能开枪。因此，“移

动”操作不能穿过对方所在的水平线或垂直线。问谁有必胜策略？ 

这个例子可以转化为只有两堆石子的 Nim 游戏来分析，不过问题远没有那

么复杂。因为，事实上，要获胜，只要维持操作完之后，双方横纵坐标之间的差

距相等就行了！ 

具体地说，如果对方沿横（纵）坐标倒退，只需沿横（纵）坐标前进同样的

格子；如果对方沿横（纵）坐标前进，只需沿纵（横）坐标前进同样的格子。这

样的方法，无非就是对称化分析。注意，由于“你”始终是前进的，所以，对手

到最后必将没有合法的操作。 

可以说，“对称化”的分析是一种以不变应万变的想法，也就是说无论对手

的一次操作将局面变得多复杂，自己都能通过一次操作是游戏回到简单且有利于

自己的状态。上面的 US open 2008 the Ultimate Battle 就是极好的例子。 

 

5．2．贪心分析 
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5．2．1．贪心思想在游戏论的应用浅析 

贪心是一种信息学中的普遍思想。再游戏论中，贪心是限制操作的可选择范

围的优秀手段。与动态规划相对比，贪心的思路是“我怎样操作，目前会变得更

好”，而动态规划是“不同的操作，分别会怎样——递归计算出来”。 

贪心在游戏论中的常见应用方法是：如果操作 a的结果一定不比操作 b更好，

那么一定不选择操作 a。 

 

5．2．2．BOI 2008 Game 

BOI 2008 Game：一个 n*n 的棋盘，每个格子要么是黑色要么是白色。白格

子是游戏区域，黑格子表示障碍。指定两个格子 AB，分别是先手方和后手方的

起始格子。A 和 B 这两格子不重合。游戏中，双方轮流操作。每次操作，玩家

向上下左右四个格子之一走一步，但不能走进黑色格子。有一种特殊情况，当一

方玩家，恰好走到当前对方所在的格子里，他就可以再走一步（不必是同一方向），

“跳过对手”。胜负的判定是这样的，若有一方走进对方的起始格子，就算获胜，

即使是跳过对方，也算获胜。输入一个棋盘和双方开始位置，判定胜负归属。 

这个问题 BOI 给出的官方解答是时间复杂度 O(n
3
)的，算法的思想就是贪心。

然而，官方解答中关于时间复杂度是 O(n
3
)的估计是有明显的逻辑漏洞的，事实

证明也是错误的。本文将找到一个使得官方解答需要 O(n
3.5

)时间的例子。 

不过，本文不会拘泥于官方解答的思路或者错误，而会进一步深入分析，并

最终得到一个 O(n
2
)的算法。 

 

5．2．2．1．基于 NP 状态的初步分析 

如果用 NP 状态来分析，那么状态应该这样表示：(x1,y1,x2,y2)。其中(x1,y1)

是 A 的当前位置，(x2,y2)是 B 的当前位置。另外，还需要一位状态表示当前的

操作这是 A 或 B。（事实上，若利用奇偶性可以把这一维省掉，但由于这一维

是常数的，这样做的意义并不大） 

因此，状态总数至少为 O(n
4
)个，尽管每个状态的状态转移代价为 O(1)，但

总时间复杂度为 O(n
4
)，太高了。 

而且状态数为 O(n
4
)也意味着动态规划已经没有优化的余地，算法的设计必

须跳出动态规划的框架。 

 

5．2．2．2．贪心的思路 
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由于胜负判定条件是“先到达对方起始点着胜”，这个“先”是贪心的信号。 

所以，事实上，游戏的双方都应该尽快地到达对方起始点！即，两人都应沿

着两起始点间的最短路径走，这正是贪心的思想。注意到，两个人需要走的路程

是相等的，所以如果没有“跳过对手”的规则，先行者将必胜！ 

因此，如果先行方 A 能避免 B“跳过 A”，则 A 获胜；如果后手方 B 能确保

在最短路径上“跳过 A”，则 B 获胜。 

 

5．2．2．3．BOI 官方解答 

有了这样一层分析，AB 两方的决策数就会少很多，进一步，游戏中可能出

现的状态也少很多。因此，BOI 的官方解答选择回到基于 NP 状态定理的动态规

划，采用下面的算法（具体的符号与 BOI 官方 booklet 略有区别）。 

记 d 为 AB 之间最短路的距离。用数组 LAi 存贮，在 AB 最短路径上，且与

距离 A 为 i 的格子。记 NP_A[i,j,k]表示，轮到 A 操作时，A 在 LAi 中的第 j 个格

子上，B 在 LAd-i 中的第 k 个格子上的状态。NP_B[i,j,k]表示，轮到 B 操作时，A

在 LAi+1 中的第 j 个格子上，B 在 LAd-i 中的第 k 个格子上的状态。 

于是，BOI 的官方解答认为，由 NP 状态定理和上面的状态描述就可以设计

出 O(n
3
)的动态规划算法了，其中状态数 O(n

3
)，每个状态的状态转移代价为 O(1)。

不仅如此，BOI 的官方解答还提出，可以利用滚动数组，优化空间。所以只需存

储包含 j,k 两维的数组，于是空间复杂度为 O(n
2
)。 

BOI 的 booklet 只给出了上面算法，单位给出证明，事实上，这些上界无法

被证明。本文接下去将指出，时间复杂度 O(n
3
)和空间复杂度 O(n

2
)这两个上界都

是不正确的。 

 

5．2．2．4．BOI 官方解答的错误 

BOI 的官方解答中认为，数组 NP_A[i,j,k]和数组 NP_B[i,j,k]表示的状态总数

为 O(n
3
)数量级。但是，形式上的三位数组并不等于包含的数据为立方阶。事实

上，这三位都不是 O(n)的。 

首先，虽然大多数情况下 d= )(n ，然而 d 是 O(n
2
)的，图 5-1 是使得 d 是 )( 2n

的例子。 
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其次， || iLA =O(n)的结论也是不正确的，BOI 官方解答中甚至认为 nLAi || 。

图 5-2 这个例子虽不能否定 || iLA =O(n)，但已使得 4
||max

lim 
 n

LAi

n
。同时，下

一节即将给出的完整的反例也是从这个例子的图形联想到的（完整的反例中

||max iLA 是 )( 5.1n 的）。当 n 变大时，周围的“通道”是不变的，中间的四块

含黄色方格的矩形区域不断随 n 增大。同时，所有黄色的方格距 A 是相等的，

所有黄色的方格的数量是 4n+o(n)。 
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所以，数组 NP_A[i,j,k]和数组 NP_B[i,j,k]的三维都不是 O(n)的。时间复杂度

的 平 凡 上 界 是 )()( 55.15.12 nOnnnO  ， 空 间 复 杂 度 的 平 凡 上 界 是

)()( 35.15.1 nOnnO  。（这两个上界不是紧的） 

当然，这些还不能证明时间和空间上界是不正确的。因为要证明这个算法的

时间复杂度是 O(n
3
)的，需要证明的是





2

1

||||

d

i

idi LALA 是 O(n
3
)的。要证明这个算

法的空间复杂度是 O(n
2
)的，需要证明的是 ||||max

2

1
idi

d

i
LALA 


是 O(n

2
)的。因此，

要否定这两个上界也必须否定这两个结论。 

 

5．2．2．5．针对 BOI 官方解答时空复杂度的反例 

反例是复杂的，不能在一张图上全部展示，因此这一节中，本文将逐层次的
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阐述反例的构造。 

图 5-3 是反例的大结构框架：“水管+水池”。 

 

其中带箭头的线表示“进水管”“出水管”。正方形表示“水池”，共有 )( nO

行， )( nO 列。从上图可以看到，每个正方形有一个出口一个入口。小正方形除

出入口以外的内部构造如图 5-4： 

A 

…
 

…
 

…… …
 

…
 

…… 

中间点 M 

…
 

…
 

…… …
 

…
 

…… 

B 

图 5-3 
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同时要求这个方形的尺寸是 )()( nOnO  的（这样的话 )( nO 行 )( nO 列

个水池不会超过大正方形尺寸）。注意到，上图中的黄色格是在同一个 LAi 数组

中的，一个水池中这样的黄色格有 )( nO 个。因此，如果能够使得起点 A 到所

有入口距离相等的话，那么所有水池中的黄色格都在同一层，那就有

)()()()( 5.1nOnOnOnO  个格子同一个 LAi 数组中了。下面图 5-5 的横向

入水管的设计使得这一点得以实现（只给出了左半侧，右半侧对称后类似），注

意，每条总水管的宽度也是 )( nO 。 

 

这样一来，进水点到每个出水点的距离相等。纵向进水管也类似构造，便使

得从顶点 A 到每个（大图中）上半侧的水池距离相等！顶点 B 到下半侧的水池

也是。 

… 

… 

进水点 

出水点 1 出水点 2 出水点 3 出水点 4 

图 5-5 
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这样一来，空间复杂度就需要： ||||max
2

1
idi

d

i
LALA 


= )()( 35.15.1 nOnnO  （因

为 A 到上半侧黄色格的距离都下相等，也等于 B 到下半侧黄色格的距离）。 

而时间复杂度




2

1

||||

d

i

idi LALA   )( 5.3

1

2

nOnni
n

i






（这只估计了水池中

的状态总数，是一个下界）。 

这就证明了 BOI 官方解答的复杂度估计是错误的。 

 

5．2．2．6．BOI 2008 Game 进一步分析及优化 

尽管 BOI 官方解答的时空复杂度的估计是错误的，但贪心的思想是正确的。

下面，本文会沿着这一方向进一步分析。 

注意到，不属于任何一个数组 LAi 的白格子等同于黑格，所以把它们涂黑。

这样，对每一个 i 而言，数组 LAi 中的格子把所有白色区域分成两份，一部分与

A 的距离小于 i，另一部分大于 i。 

所以，数组 LAi 中的格子和黑格以及边界一起，形成了一个封闭图形。而且，

与 LAi 中连续的一段格子相邻的 LAi+1 中格子也是相邻的。所以，对于每个 i,j

而言，使得 NP_A[i,j,k]=N 的 k 是连续的。NP_B 也一样。 

 

注意，因为封闭图形是环状的，所以这里所有“连续”的含义都是环状的，

即首尾相连的。图 5-6 就是一个例子。 

因此，LAd-i 中的格子所形成的环，可以分成两段，一段中的 LA[d-i,k]使得
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NP_A[i,j,k]=N，另一段使得 NP_A[i,j,k]=P。 

这就是前面提到的状态单调性。像前面第三章第一节的处理方式一样，只需

设出 NP 状态的分界处就可以了。这个问题中唯一不同的是，状态是环型的，所

以有两个分界点。 

用 left[i,j],right[i,j] 表 示 这 两 个 分 界 点 。 设 ]],[,,[_ jileftjiANP 到

]],[,,[_ jirightjiANP 都是 N 状态。 

当 left[i,j]<=right[i,j]时表示：当 ]],[],,[[ jirightjileftk 时 NP_A[i,j,k]都是 N

状态； 

当 left[i,j]>right[i,j]时表示当 ]],[,1[]],,[[ jirighttopjileftk  时 NP_A[i,j,k]都

是 N 状态。 

递推计算 left[i,j]和 right[i,j]的算法是简单的，故总时间复杂度为 O(n
2
)。（这

是因为每个格子最多以 LAi[j]的形式出现一次，所以 left[i,j],right[i,j]的总数，不

超过各自的总数——n
2）。 

 

5．2．3．小结 

BOI 官方解答的时空复杂度的估计的错误，使得可以构造数据使得程序数据

越界。但更改程序数组大小后，程序不会超时，这是因为，使得运行时间为 O(n
3.5

)

的构造的时间复杂度的常系数很小，在题目的 300n 限制下，未能体现出很大

的劣势。也就是说，这个估计错误的理论价值相比实用价值较大。 

另外，尽管 BOI Game 的官方解答的时空复杂度的估计是错误的，但贪心的

思想是正确的。正是贪心思想的指引，成就了最终 O(n
2
)的优秀算法。 

必须指出，如贪心算法在信息学竞赛中的广泛应用一样，贪心思想解决游戏

论问题也是常见的。 
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六．总结 

NP 状态定理和基于它的动态规划是解决游戏有问题的通式方法，它们构建

了解决游戏论问题的基本框架。 

但对于游戏的分析，以及动态规划的优化手段是因题而异的。尤其是单调性

的分析，和对称、贪心等非动态规划的分析相当灵活。 

另外，SG 函数作为 NP 状态的增强版，再借助 Nim 和与 Nim 积的运算功能

非常强大。但是，使用这些定理往往不是题目的难点，题目的难点一般在于对题

目的分析，使得以和复杂的游戏能表达成多个游戏的“和”或“积”的形式。 
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附录一．“K 倍动态减法游戏”在 k=1 情况下的胜负判断 

沿用正文中的符号。 

结论：f(m)=lowbit2(m)，其中 lowbit2(m)表示正整数 m 在 2 进制下的最低位，

即 mmlowbit kk ||2,2)(2  ( mk ||2 表示恰好整除)。 

证明：用归纳法证明。 

(1)列表，知结论对 m=1,2,3 或 4 成立。 

(2)若结论对 1,2,3…m-1 成立。则对于 m： 

注意到，对于任意 )(0 2 mlowbitn  ，由 2 进制下的退位减法法则知：

)()()( 222 mlowbitnlowbitnmlowbit  。 

 

而且，由 n>0 知： nnlowbit )(2 。 

所以 knnnlowbitnmlowbitnmf  )()()( 22 。即， )()( 2 mlowbitmf  。 

要证 )())(( 22 mlowbitmlowbitmf  分两种情况： 

1. )(2 mlowbitm  时， )()0())(( 22 mlowbitfmlowbitmf   

2. )(2 mlowbitm  时，不难发现，一个数减去了它的 2 进制最低位后，他的

二进制最低位。也就是，把 m 的 2 进制下最靠右的 1 改成 0 以后，m 的 2 进制

下最靠右的 1 比之前更左边了。 

 

所以， )())(( 22 mlowbitmlowbitmf  恒成立。 

所以，由 f(m)=min{n|f(m-n)>kn}知， )()( 2 mlowbitmf  。 
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综上： )()( 2 mlowbitmf  对一切正整数 m 成立。 

推论 1：当且仅当起始值 S(>1)为 2 的幂次时，先手必败，否则先手必胜。 

这是因为当且仅当 S 为 2 的幂次， )(SfS  。 

推论 2：当(m,n)为 N 状态时（即 )(2 mlowbitn  ），在 S 上减去 )(2 mlowbit 是

必胜策略。 

由于不考虑高精度计算的情况下，计算 )(2 mlowbit 只需 O(1)的时间。所以，

不考虑高精度计算的情况下，判定胜负的时间复杂度是 O(1)；交互型的游戏算

法的时间复杂度为 O(1)-O(1)的。 
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附录二．“K 倍动态减法游戏”在 k=2 情况下的胜负判断 

沿用正文中的符号。且记 nF 表示费波纳切数列，即 0F = 1F =1,对于 n>1, 

21   nnn FFF 。 

引理：对于任意正整数 m，m 可以被唯一的表示成一些费波纳切数的和，且

这些费波纳切数任意两个不相等，任意两个不相邻。 

即，对于给定的 m，满足下述条件的 k, 1i , 2i , 3i … ki 取值唯一： 





k

j

i j
Fm

1
且对于任意 j=1,2…k-1 有 12  jj ii 。 

引理的证明：对 m 归纳： 

(1)当 m=1,2,3,4,5，下面表达方式显然唯一：1=1,2=2,3=3,4=1+3,5=5 

(2)当 m>6，若结论对 1,2,3…m-1 成立，则： 

设 1 tt FmF 。显然： tik  。 

假如 tik  ，则 21

1

1







 ttti

k

j

i FFFFmF
kj 。 

但 事 实 上 ， . . .. . . 75342

1

1

 





 tttii

k

j

i FFFFFF
kkj  

26442 ...)()(   ttttt FFFFF ，矛盾！ 

所以， ki 取值唯一。 

而另一方面，由归纳假设， tFm  可以被唯一的表达成符合要求的和。且根

据 1!   tttt FFFFm ，表示 tFm  的和的最大项不超过 2tF ，不与 tF 相邻。

也就是说， 1i , 2i , 3i … 1ki 的合法表达也存在，且唯一！ 

综上，引理获证。 

根据引理，可以引入符号 )(mlowbitF ，表示正整数 m 表示成上述和时的最

小项。 

结论：“k 被动态减法游戏”中，若 k=2，则 )()( mlowbitmf F 。 
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证明：对 m 归纳： 

(1)列表，知结论对 m=1,2,3,4 或 5 成立。 

(2)若结论对 1,2,3…m-1 成立。则对于 m： 

注 意 到 ， 若 设 m 可 唯 一 表 达 为 



k

j

i j
Fm

1

， 则 对 于 任 意

1
)(0 iF Fml o w b i tn  ， 有 ： 




k

j

ii

k

j

i jj
FnFnFnm

21

)(
1

。 所 以

)()()(0
1

nFl o w b i tnml o w b i tnmf iFF  ))(( nml o w b i tl o w b i t FF  。 

又注意到 nmlowbitF )( 在按费波纳切数列唯一分解时的最小项，最多与 n

的最小项相差一位。 

也就是说，若 iF Fnlowbit )( ，则 1))((  iFF Fnmlowbitlowbit 。 

所以， )(22))(( 11 nlowbitFFFFnmlowbitlowbit FiiiiFF    

所以， nnlowbitnmf F 2)(2)(0  。 

另一方面，与 k=1 的情况类似，若 iF Fmlowbit )( ，则 2)(  iiF FFmlowbit 。

而 iiii FFFF 212   ，所以， iiF FFmlowbit 2)(  。 

故，综上： )()( mlowbitmf F 。 

结论获证。 

推论 1：当且仅当起始值 S(>1)为费波纳切数时，先手必败，否则先手必胜。 

这是因为当且仅当 S 为费波纳切数， )(SfS  。 

推论 2：当(m,n)为 N 状态时（即 )(mlowbitn F ），在 S 上减去 )(mlowbitF 是

必胜策略。 

由于不考虑高精度计算的情况下，计算 )(mlowbitF 只需 O(logm)的时间。所

以，不考虑高精度计算的情况下，判定胜负的时间复杂度是 O(logm)；交互型的

游戏算法的时间复杂度为 O(logm)-O(logm)的。 
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附录三．Nim 游戏的变种 

变种一：共有 n 级楼梯，每一级楼梯上有若干颗棋子，双方轮流操作，每次

操作可以将某一级楼梯上若干颗棋子一道下一级楼梯，即从第 i 级到第 i-1 级。

第 0 级表示平地。不能操作者负，即，使得所有棋子到达平地者胜。 

 

变种二：共有 n 个格子排成一排，编号 0,1,2…n-1。现有若干颗棋子，放在

某些格子中。双方轮流操作，每次操作可以将一颗棋子移到比当前标号小的格子

中。起始终态以及中间过程中允许两颗或多颗棋子在同一个格子中。无法操作者

负。即使得所有棋子移进 0 号格者胜。 

 

变种三：有一个矩形方格棋盘，每行中恰有一黑色棋子和一白色棋子。任意

两颗棋子不同格。双方 AB 轮流操作，每次操作可以将一颗棋子在同行中移动，

但 A 只能以白棋，B 只能移黑棋，而且，移动的过程不能越过其他棋子。无法

操作者负。 

 

变种四：有 k 堆石子，各包含 x1,x2…xk 颗石子，满足 nxxx  ...21 ，且在

整个游戏过程中必须维护这一性质。双方玩家轮流操作，每次操作选择其中非空

的一堆，取走其中的若干颗石子（1 颗，2 颗…甚至整堆），保持上述性质不变（堆

与堆之间不能交换位置），取走最后一颗石子的玩家获胜。 

 

变种五：有一颗有根树。双方玩家轮流操作，每次操作，删除树种的一条边。

而且，每次操作后，原树会被分成不联通的两部分，与根不相连的部分的节点和

边也被全部一起删除。删去最后一条边的玩家胜。 
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附录四．SG 定理的证明 

SG 定 理 ： 设 nGGGEVG  . . .),( 21 ， Vxxxx n  )...,( 21 ， 则

)(...)()()( 21 nxSGxSGxSGxSG  。 

对于 n=2 的情况：对照的运算法则表，不难发现： 

},{ ybxamexyx  其中，a<y,b<x。 

所以： )()()( 21 xSGxSGxSG  。 

进一步，对于一般的 n： 







 



n

i

ixSGxSG
1

)( = )(
1

1

n

n

i

i xSGxSG 












= 

)(...)()(...)()( 211

2

1

nnn

n

i

i xSGxSGxSGxSGxSGxSG 













 。定理获证。 



NOI2009 冬令营论文                            从“k 倍动态减法游戏”出发探究一类组合游戏问题 

共 44 页-第 44 页 

参考文献 

Theodore L. Turocy, Texas A&M University Game Theory 

Erik D. Demaine, Robert A. Hearn, Algorithmic Combinatorial Game Theory 

Thomas S. Ferguson GAME THEORY 

E. R. Berlekamp, J. H. Conway and R. K. Guy WinningWays for your mathematical 

plays, 

刘汝佳、黄亮 算法艺术与信息学竞赛 

 


