
对拟阵的初步研究

浙江省杭州第二中学 刘雨辰

摘要

拟阵中文又称矩阵胚，英文名 matroid。1935 年美国数学家 Whitney 首先提出了拟阵
的概念。拟阵是组合优化与图论的重要内容，在近几十年得到了空前的发展，成为了一门
博大精深的学科。

本文对拟阵进行了初步探讨，第一部分引入了拟阵的概念，第二部分提出了拟阵的最
优化问题，并论证了其贪心算法的正确性，这两部分都将同步讲解 2 个实例，力求做到严
谨而生动。第三部分讨论了一个拟阵最优化问题的实例。这三部分是本文的重点所在。第四
部分给出一些拟阵的实例，重点是线性拟阵。拓展部分对一个有趣问题进行了简单讨论，
有相当难度。附录 I介绍了罗素悖论，附录 II主要讨论第三部分中的问题如何用并查集实现。

拟阵理论非常难，需要有良好的数学功底才能深入研究。希望本文对拟阵的初步探讨
能够使读者对拟阵理论有所认识。

关键字

拟阵  贪心算法  Shannon开关游戏

序言

拟阵中文又称矩阵胚，英文名 matroid。1935 年美国数学家 Whitney 首先提出了拟阵的
概念。拟阵是他在研究线性无关时发现的。拟阵是组合优化与图论的重要内容，在近几十年
得到了空前的发展，成为了一门博大精深的学科。

本文第一部分讨论了拟阵的的基本概念，第二部分提出了拟阵的最优化问题，并论证
了其贪心算法的正确性，这两部分都将同步讲解 2 个实例，分别是众所周知的部分背包问
题（即物品是不用整个拿，可以分割）与最小生成树问题，希望理论结合实例能够帮助读
者更好地理解。第三部分讨论了一个拟阵最优化问题的实例。前三部分是本文的重点所在，
难度适中，只要读者能够仔细读，慢慢读，反复体会，必能发现其奥妙所在。本文的第四
部分和拓展部分比较难，其中有一些结论与证明，我自己也尚未搞明白，但因为这些结论
都很有趣，我还是把它们写入了本文，这两部分主要为了拓宽读者视野，对拟阵论的博大
精深有个更全面的认识。
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理论和实践是不分家的，但历史上却有很多理论与应用不协调的例子：有的是为了实
际用途，而发现了一些新方法，但理论根据却不很清楚，过了很久才被完善，并在完善后
得到了空前的发展，比如著名的微积分；有的是先有了理论研究，但一直只作为一种智力
游戏，并无实际用途，但却在某样事物发明以后，大显神威，于是成为了应用的理论根据
并得到空前的发展，比如著名的数论、组合数学。我们发现这些例子仅仅是时间上的一种暂
时分离，而并不是说理论是没有用的，或实践不需要理论，只是两者被发现的早晚而已，
而当两者都被发现以后，相辅相成，却能走得更快更好更远。如果我们认为拟阵没什么实
际用途，应该不是因为应用还没被发现，只是没被我们发现，因为我们的知识还不够，我
们不知道，仅此而已。拟阵是好的、美的，所以我要把它介绍给大家。

拟阵论很难，需要非常良好的数学基础才能学好，所以一般作为研究生的课程。我在
研究过程中深感自己水平有限，诸如线性代数，拓扑学等数学基础知识都不懂，无奈只得
边研究边学习。当然这样临时性的学习必然只能获得皮毛，但我还是在这种研究性学习中
获得了无限乐趣。“吾生也有涯，其知也无涯”。知识是无穷尽的，我们要做的就是永远保持
对知识的渴望，对真理的追求。这样也就称的上一个爱智慧的人了。

正文

第一部分：子集系统与拟阵的概念

定义：

子集系统是一个二元组 ),( LSM  ，它须满足以下条件：

1、S 是一个有限集。

2、L 是由 S 的一些子集组成的有限非空集

3、遗传性：对任意 LB ，任意 BA ,有 LA （可知 必须是 L 的元素）。

拟阵是一个子集系统，它须满足：

4、交换性：对任意 LA , LB , BA  ,存在一个 ABx  ,使   LxA  。

对该定义做些解释是有益处的。我们把 S看成一个班级所有的同学，L看成若干张名单
的集合。一张名单记录了若干个同学，表示他们能够组成一个团队。遗传性说明，从一张名
单中选出若干个同学组成的子名单仍存在于我们的名单集合，这是一种包容性。交换性说
明，名单 A 上的人数如果少于名单 B，则必然可以从 B 中选出一个人，该人不属于 A，将
该人加到 A里形成的新名单仍然存在于我们的名单集合中，要注意，我们加到 A 中的人必
须本来不是 A 的，并且必须是 B 的人，而不能是 2张名单以外的人，外人不能干预。当然
你也可以将 S想象成别的事物组成的集合，而 L则是将这些事物的组合看成基本元素的集
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合。由于是集合，万物皆可做元素（这句话严格地说是有问题的，比如著名的罗素悖论 ,详
见附录 I，任何数学体系都有其局限性与不完备性,因此需要公理化。在此只想说明拟阵是个
抽象概念，而不是一个具体问题）。

遗传性和交换性是拟阵最根本的 2条性质，拟阵上的其他性质都是基于这 2 个性质发

展出来的。古人云：“君子务本，本立而道生。”这 2条性质就是拟阵的本。拟阵是一种组合结

构。研究组合结构的意义正如研究代数结构，一旦我们发现某个问题具有拟阵结构（符合 4

个基本条件，前 2条比较显然，因为构造时就已完成，所以后面 2 个本的成立是关键），
则我们已研究出的有关拟阵的性质都可以直接应用于该问题，而不需重新证明。

我们来同步地看我们的两个实例：
对于背包问题，我们首先进行一步转化：将体积为 V，单位价值为 W 的物品变成 V 个

体积为 1，价值为 W 的物品。这样物品就全是单位体积的了。我们可以定义这样一个
 LSM ,  ：

1、 S 是所有物品的集合
2、  MAXxSxxL  ,: 　

这个 M显然满足子集系统的前两条件。根据 L 的定义，对任意 Lx ，任意 xy ，
满足 MAXxy  ， 有 Ly , 因此 M 满足遗传性 , 是 一 个 子 集系统。 对任意

LBLA  , ， BA  ， 随 意 选 取 一 个 ABx  , 令 xAC  , 显 然 有
BAC  1 ，所以 M满足交换性。因此M 也是一个拟阵。我们称 M 为背包问题的拟

阵。
最小生成树问题是在无向图上进行的。因此考虑对于无向图  EVG , ，我们可以定

义这样一个  LSM , ：

1、 S 是边集 E

2、  组成的图无环且xExxL  :

这个 M显然满足子集系统的前两条件。根据 L 的定义，对任意 Lx ，任意 xy ，
假设 y形成环，则 x形成环，矛盾，所以 y 不形成环，所以 Ly ,因此M满足遗传性。因
此M是一个子集系统。接下来证明M满足交换性：考虑任意 BALBLA  ,, ，我们

将 A 组成的森林命名为
AG

,B 组成的森林命名为
BG

。
AG

有
AV 

个连通分量，
BG

有 BV  个连通分量。（这是根据一个基本事实：n 个点 k条边的森林有 kn  个连通分

量）。
BA 

，所以
AVBV 

，所以
BG

中存在一个连通分量 T，T 中的点在

AG
中 不 连 通 （ 如 果 对

BG
中 的 每 个 连 通 分 量 的 点 在

AG
中 也 连 通 ， 则

AVBV 
）。那么 T 中必然存在一条边 x连接

AG
中不同连通分量的边，显然

Ax 且 Bx ，即 ABx  ，且  xA 无环，即   LxA  。所以 M满足交换性。
因此M 是一个拟阵。我们称 M 为无向图  EVG , 的拟阵。

为了方便以后的讨论，我们以一些命名来结束本部分：
对于

SU 
，如果

LU 
，那么称 U 为独立集。

对于独立集 A,若存在 Sx ,满足 Ax 且 LxA  ，则称 A 为可扩展的。不可
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扩 展 的 独 立 集 称 为 极 大 独 立 集 。 对 于 SU  ， 我 们 定 义 ：

   是独立集且xUxxur ,:max 
，我们称 r(U)为 U 的秩，r 称为拟阵的秩函数。

定理 1：拟阵的极大独立集大小相同
证明：假设 A 和 B 是拟阵的 2 个极大独立集，如果 BA  ,不失一般性，我们

可以设 BA  ，那么根据交换性，A 是可扩展的，不是极大独立集，矛盾。所以命

题成立。证毕。

第二部分：拟阵上的最优化问题

上一部分我们给出了拟阵的定义，并做了一些有益的解释，同步给出了 2 个实例。
这部分我们将提出拟阵上的最优化问题，并论证可以用贪心法解决。我们一旦发现了

最优化问题的拟阵结构，那么就可以对该问题实施贪心算法，这是由拟阵的性质决定的。

当然仍有大量可以用贪心算法解决的问题无法被拟阵结构覆盖（比如 huffman 问题，最多
不冲突区间问题等），但拟阵理论博大精深，这只是拟阵最简单最直接的一个应用，只是
冰山一角。况且，爱美之心，人皆有之，细心体会你会发觉拟阵是种很优美的结构。

对于拟阵  LSM , ，我们对 S 的每个元素 x赋予一个正整数权值  xw ，S 的任意

子集 U 的权值     


Ux
xwUw ，即为其所有元素的权值和。对于M，我们希望求出它

的一个权值最大独立集。现在我们在名单上写下分数，分数为名单上所有人的分数和。我们

的目标是找出分数最高的一张名单。
继续同步地来看我们的两个例子：
背包问题是希望求出一种方案使得带走的物品价值和最大。那么我们上面提到了我们

的 S 是所有物品的集合（物品是单位体积的），我们将 S 的任意元素 x 的权值  xw 定义

为 x 的价值（价值总为正的），那么问题就转化为了求背包问题的拟阵的权值最大独立集。
显然权值最大的独立集是极大独立集。

最小生成树问题乍看有一些困难，因为我们的目标是使权值最小，如何将一个权值最
小问题转化为一个权值最大的问题呢？一般方法就是对权值取负，但对权值取负以后会出

现负数，不满足我们拟阵权值的前提条件，怎么办？由于权值只是个相对概念，我们可以

改变我们的绝对零点，使得所有权值变正。也就是说，将所有权值先取负，然后再统一加

上一个足够大的值，使得权值都是正的，那么问题就等价转化为在新的权值下求一棵最大
生成树了。即对于 S的每个元素 x(x是图的一条边)，使     deltaxgxw  ，其中  xg
为 x的边权， 1图中边权最大值delta 。显然   0xw 。这样，求最小生成树的问题就

等价为求图的拟阵的权值最大独立集了。
我们先给出求拟阵最大权值独立集的贪心算法：这个算法的输入是一个加权拟阵
 LSM , 和一个正权函数 w，返回的是一个最大权值独立集 A。在我们的伪代码中，用

 MS 和  ML 表示M 的组成，用 w表示权函数。算法的基本思想是按权值的非增序来依
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次考虑每个元素 Sx ,如果  xA 是独立集，就立刻把 x加入 A。

伪代码：
Greedy(M,w)

A := 空集;
根据w按非增长顺序对  MS 排序
for　每个  MSx ,根据权  xw 的非增长顺序 do

if　(    MLxA  )　then  xAA : ;

return A;

同步看我们的两个例子：按该算法做背包问题，相当于每次取价值最大的物品，如果
背包还没满（说明    MLxA  ），那么该物品就放入背包了。按该算法做最小生成树问
题，相当于每次取权值最小的边，如果该边加入 A 不形成环（说明    MLxA  ），则

将该边加入。我们发觉两个算法只在判断是否为独立集这一步是不同的。
该算法的时间复杂度是很容易分析的。设 n表示 S 。排序阶段的时间复杂度为

 nn log ，贪心阶段要进行  n 次判断是否为独立集的操作，若判断是否为独立集的

时间复杂度为
  nf

，那么总的时间复杂度就为
  nfnnn  log

。我们发现该算法

的时间复杂度的瓶颈在判断是否为独立集。

其实这个算法的关键也就在于判断是否为独立集这一步，因为该算法虽然是针对拟阵

的算法，但可以归结为拟阵的实际问题是各不相同的，而拟阵体现了它们的一种共性，正

是由于这种共性，它们才能够使用这个贪心算法，而它们的不同之处也就集中体现在判定

独立集这一步了。

我们接下来讨论这个算法的正确性。
我们只需证明在算法的每一步 A 都是某个最优解的子集，那么当算法结束时 A就为一

个最优解（因为无法扩展了）。
初始时，A 为空集，显然是任何集合的子集，即是某个最优解 T 的子集。我们只需证明

下面命题：
定理 2：对于拟阵  LSM , ，A 是 L 的一个元素，且 A 是该拟阵的某个权值最大独

立集 T 的子集，x满足   LxA  ,且没有其他满足   LyA  的 y 使得    xwyw  ，

即 x是能使 A扩展的元素中的权值最大的。令
 xAA 

。那么存在一个包含
A

的最优

解
证明：我们用证明贪心的常用方法，反证。我们假设 A不是任何最优解的子集，我们

来构造一个包含 A的独立集T ，并说明这个T 不会比 T差，即T 也是最优解，以推
出矛盾。我们这样得到T ：首先令 AT  ，当|T’|<|T|时，根据交换性，必然可以找到一

个属于 T 但不属于
T 

的元素 z,使得
  LzT 

,于是就令
 zTT 

,直到
TT 

,显

然
LT 

。此时
    xyTT 

,其 中 y 为
AT 

中 未被加入
T 

的元素 ， 所 以
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   xwyw 
,所以

      )()( TwxwywTwTw 
。如果

   TwTw 
,则 T 不是最

优解，矛盾。如果
   TwTw 

,即也是最优解，且
A

是
T 

的子集，矛盾。所以存在一个

最优解使得 A是其子集。证毕。

我们发现以上证明中
T 

的构造是关键，而构造
T 

的过程中交换性起了关键作用。因

此子集系统上是无法贪心的，只有给子集系统赋予交换性，才能派上用处，这就是拟阵。
可以将该证明和最小生成树算法的正确性证明做一个比较，可以发现最小生成树证明

中也是采用了构造一个T 的方法，构造方法是：把边 x加到 T里，那么 T 中必然形成一个
环，这个环上必然有一条边权值大于 x,去掉以后得到生成树T 。这与我们拟阵的T 的构
造方法是本质相同的。拟阵的T 的构造方法是最小生成树的构造方法的抽象形式，而最小

生成树的构造方法是拟阵的构造方法的具体表现之一。

第三部分：一个任务调度问题

上一部分介绍了拟阵结构的最优化问题及其贪心算法，这一部分我们介绍一个实际应

用。我们可以发现洞察问题中隐藏着的拟阵结构是关键。

一个有趣的问题：我们要在单个处理器上对若干个单位时间任务进行最优调度，其中
每个任务都有一个截止时刻和超时的罚款。 

单位时间任务（如要在计算机上运行的一个程序）恰需要一个单位的运行时间。给定
一个单位时间任务的集合 S，S 有 n 个任务，我们将任务标号为 1..n。对 S 的一个调度即 S

的一个排列，它规定了各任务执行的顺序。该调度第一个任务开始于时刻 0，结束于时刻
1；第二个任务始于时刻 1，结束于时刻 2，以此类推。现在给出：

1、 n 个整数
nddd ,...,, 21

 (
ndi 1

),
id
表示第 i 个任务的截止时刻

2、 n 个正整数
nwww ,...,, 21

,
iw
表示第 i 个任务的罚款

对于一个调度,如果任务 i 的结束时刻大于
id

，则要交付
iw

的罚款。我们希望求一个

调度，使得罚款最少。

这题乍看之下似乎不能贪心，因为有罚款和截止时刻 2 个衡量标准，应该以哪个为标
准贪心呢？似乎都不太可以。我们不妨先来分析一下，得出一些有益的结论。

对于任何一个调度，我们都可以将任务分成两类：完成的；未完成的。我们只需关注
我们要完成哪些任务，能否做到，无法完成的任务可以全部放到最后做。于是我们就先考
虑这么一个问题：对于给定集合 A（A 是 S 的子集），是否存在调度方案使 A 中的任务都
被完成。这个问题可以贪心解决，将 A按任务的截止时刻从小到大排序作为调度方案，即
截止时刻越早的任务越先处理，如果按这个调度无法全部完成 A 的任务，则其他任意调度
方案都无法完成。证明很容易，简单地说，只要有其他可完成的调度方案，就可以调整为
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这种截至时刻从小到大的方案。定理 3 中给出了另一种证明。这种证明技巧很常用。
现在已经解决了这么一个问题：对于给定集合 A（A 是 S 的子集），是否存在调度方

案使 A 中的任务都被完成。也就是说对于给定的任务集合 A，我们能够有效地判断这些任
务能否全部完成。我们把能全部完成的任务集合 A 称为可行的。

为了方便后面的讨论，我们定义一个函数  tAF , ,其中 A 是一个任务集合，且是可行
的，t 是一个整数， ),( tAF 的值是 A 中截止时刻不大于 t 的任务数。

为了更好地论述这个问题，我们看一个定理。
定理 3：以下 3 个命题是等价的：
1、集合 A 是可行
2、对所有 t=1,2,…,n,有   ttAF ,

3、按截止时刻从小到大排列的调度方案可以完成 A 

证明：
我们先证明命题 1推出命题 2：集合 A 是可行的。我们假设存在 t( nt 1 ，t 是

整数)，使得   ttAF , ,则至少要到时刻  tAF , 才能完成所有 A 中截止时刻不超过 t

的任务，则在时刻  tAF , 完成的那个任务已经超时，不可行，矛盾。

再证明命题 2推出命题 3：在按时间从小到大排列的调度方案中，截止时刻为 t 的
任务的完成时刻

  ttAFt  ,
，所以 A 中所有任务都被完成。

命题 3推出命题 1 是显然的。

我们现在对该问题定义  LSM , ：

1、 S就是所有任务的集合，它显然是个有限集
2、  是可行的的子集且是 xSxxL :

3、遗传性：对任意 LB ，显然 B 的子集仍然是可行的，即 B 的任意子集 LA
4、交换性：对任意独立集 A，B， BA  ，设 k 为使    kAFkBF ,,  成立的最

大的 k，即对 njk 1 中的所有 j 有    jAFjBF ,,  而    kAFkBF ,,  。
因为    nAFABnBF ,,  ，所以 k<n，又因为    0,00, AFBF  ，所
以 0k 。因为    kAFkBF ,,  ，所以     0,,  kAFAkBFB ，即 B

中截止时刻超过 k 的任务数比 A 中截止时刻超过 k 的任务数多，所以可以找到一
个截止时刻超过 k 的任务 x，x属于 B 但不属于A，并设该任务的截止时刻为 t。令

 xAA 
， 因 为 t>k ， 所 以 对 任 意

tsn 
，

      ssBFsAFsAF  ,1,,
, 对任意

    ssAFsAFts  ,,,1
， 根

据定理 3， A是独立集。

所以 M 是拟阵，我们的问题也就是在 M 上求一个权值最大独立集，我们在第二部分

已经讨论了贪心法解决该问题。最朴素的实现，时间复杂度为  2n
，因为判定算法可以

通过计算 F(A,s)在  n 时间里解决。聪明的读者一定发现时间复杂度还可以进一步提高。

的确，我们可以实现这样一个算法：设所有 n 个时间空位开始时都是空的，其中空位 i 是
终止于时间 i 的单位长度时间空位。我们按罚款的单调递减顺序来考虑各个任务。在考虑任
务 j 时，如果有处于 j 的期限

jd
之前的时间空是空的，则将任务 j填入离

jd
最近的这样的

空位。可以用并查集实现该算法。由于算法的具体实现不是本文的重点，故把详细讨论放到
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附录 II。

第四部分：拟阵实例

这一部分，我们将来看一些拟阵实例，其中线性拟阵比较重要，因为它就是第一个被
发现的拟阵。除此之外的只须大致了解一下即可。匹配拟阵的证明比较复杂，叙述的也比较
简洁，跳跃性比较大，可以略过不看，有兴趣的读者可以仔细研究一下。

线性拟阵:
给一个 nm 的矩阵T(T的元素需在一个域中,我们不妨认为是实数)。可以定义
 LSM , ，其中S是T的所有列组成的集合，S的子集U是独立集当且仅当U中的列是

线性无关的。这是个拟阵，称为线性拟阵。证明要涉及向量空间的概念，作者也未能深
入研究，只能大致理解，不过给出这个严格证明还是有必要的。

证明：拟阵的前2条是显然的。
遗传性：一个向量组如果线性无关，那么它们的子向量组也线性无关。
交换性：X和Y是S的2个独立子集，且 XY  。设W是 YX  形成的向量

空间。我们dim W表示W的维度，dim W至少为 X 。假设所有  xY  是线性相关的，
其中 YXx  。那么W被Y所形成的向量空间包含，所以dim W至多为 Y 。那么

YWX dim ，矛盾。所以交换性成立。

Ural1041是一道在线性拟阵上的最优化问题,有兴趣的读者可以研究一下,其中线性
拟阵的独立集判定要判断向量组是否线性无关,而判断线性无关就是判断一个齐次线性
方程组是否有解，判断齐次线性方程组是否有解的方法是计算矩阵的秩,当然用行列式
来计算矩阵的秩效率太低,所以要通过消元法来求矩阵的秩，这些都是线性代数的内容，
故不展开讨论。

我们接下来探讨一下图的拟阵和线性拟阵的关系，我们会发现其实图拟阵就是一

种线性拟阵。我们对无向图  EVG , 定义它的点边矩阵B，B是一个 EV  的矩阵，

矩阵的每一列只有两个元素不为0，一个为1，一个为 1 ，这2个元素的行号就是这条

边所连接的2个点的编号。可以发现，这个矩阵所形成的拟阵和这个图的拟阵是等价的，
也就是说图中的一个边集不形成环，当且仅当这些边所对应的列线性无关。证明很容易，
但细节比较烦琐，故略去。

组合拟阵：

 kISM ,
是个拟阵，其中 S为任意有穷集合，

kI
为由 S的所有大小至多为 k 的子

集构成。我们发现背包问题的拟阵就是组合拟阵。

拟阵的补拟阵：
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如 果
 LSM ,

是 一 个 拟 阵 ， 则
),( LSM 

也 是 一 个 拟 阵 ， 此 处

 ASAAMAL  ，使的极大独立集存在:
，我们称

M 
为
M

的补拟阵。

我们接下来证明该M 确实为拟阵：
遗传性：对任意 BALB  , ,存在 M 的极大独立集 x,使得 BSx  ,因为

BA  ,所以 ASBSx  ,所以 LA  ,遗传性得证。

交换性：对任意 BALBA  ,, ，那么存 M 的极大独立集 A ,B ，使得

BSBASA  ,
。随意找一 个

ABx 
,令

 xAC 
。 因 为

Bx 
,所 以

Bx 。如果 BA ,则 'CSA  ；如果 BA 且 Ax ,则 CSA  ；如果 BA
且 Ax ，则令    yxAC  ,其交换性成立中 ABy  ,易知C 是M 的极大独立集,

且 CSC  。综上所述C是M 的独立集。所以交换性成立。

匹配拟阵：
对于无向图  EVG , ，定义 ),( LSM  ，其中 S=V，S 的子集 A 是独立集当且仅

当 A集合中的点能被该图的一个匹配覆盖。
很显然，如果G有完美匹配，则 V的任意子集可以被一个匹配覆盖，即完美匹配，这

时 L就是 S的所有子集组成的集合，是个组合拟阵。这只是一种很特殊的情况
我们接下来证明这个M是一个拟阵，并且我们称这个M为无向图G的匹配拟阵。 
拟阵的前 2个条件是显然成立的。
遗传性：很显然，如果任意 SA 是独立的，那么存在一个匹配 P覆盖 A中所有点，

则匹配 P也覆盖 A的任意子集 B中所有点，所以 B是独立集，遗传性成立。
交换性：这是关键所在，也是最困难的。对任意独立集 A和 B且

BA 
。假设

AP
和

BP
分别是覆盖 A和 B的匹配。如果

AP
覆盖了一个属于

AB 
的点，那么交换性显然成

立。因此这种情况不成立。在
BA PP 

中，从任意
AB 

中的点出发都有一条交替路径

（交替的含义是
AP

的边和
BP

的边交替出现的，其实
BA PP 

中的路径都是交替路径）。

这 些交替路径可 能 在 BA  中 结束， 但 不 可 能 全 部 在 BA  中 结束， 因 为
BAAB  。因此 AB  中至少存在一个点从它开始的交替路径在别的地方结束。但

这条路径的终点不可能在
AB

，因为这些点在
BA PP 

中的度为 0或 2。因此我们有一

条从
AB 

到一个不在 A 中的点的交替路径，现在
PPA
就是一个覆盖 A 和某个属于

AB  的点的匹配，因此满足交换性。该证明有点晦涩难懂，主要是为了说明在 A 中存在
一条增广路径，该增广路径是以 AB  中的某点为起点的，并且这条增广路径上的未匹配

边是 B 中的匹配边。
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拓展部分：Shannon 开关游戏浅谈

Shannon 开关游戏是由信息论鼻祖 Shannon 提出的，而该游戏的优美解法是 A.Lehman

发现的，很可惜我没能找到他解决这个问题的精彩论文《A solution of the Shannon switching

game》，而我找到的资料都杂乱而晦涩难懂。我尽力在找到的资料中提炼出有关这个问题的
内容。

先提出这个游戏，并给出正方后手必胜的充分必要条件，最后给出一个要用到拟阵的
证明，但证明中用到的一个定理的证明非常复杂，作者也未能研究得很明白，故略去。

Shannon 开关游戏由一个正方玩家和一个反方玩家在一个无向图  EVG , （可有重

复边）上进行。正方玩家每次操作可以选择一条没有画’+’的边画上’+’，反方玩家可以选择
一条没有画’+’的边删除。反方先手，轮流操作，直到无法操作为止。游戏结束后，该图若还
是连通的，则正方玩家获胜，否则反方玩家获胜。

正方玩家后手必胜的充要条件是：图中有 2 个边独立生成树，边独立生成树就是指两

棵生成树没有公共边。
我们如果考虑图 G 的拟阵 ),( LSM  ，S=E，S 的子集 U 是独立的当且仅当 U 不形成

环。那么充要条件可以叙述为：存在 2 个极大独立集 A,B满足 BA 。

我们先给出一些有趣的事实。

对于 k 个拟阵
kMMM ,...,2,1

,  iii LSM ,
，我们定义它们的并为

 LSM ,
。


k

i iSS
1


，  kiLIIL ii

k

i i 


1|
1

对于 M 是拟阵，证明很复杂，作者能力有限，

故 略 去 。 下 面 再 不 加 证 明 给 出 一 个 公 式 ：

    SUSTrTUUr
k

i iiUT
  

对任意
1

)(min 

其中
ir

为
iM

 的秩函数,r 为 M 的秩函数。

现在我们来考虑拟阵 M=(S,L)是否存在 k 个两两交集为空的独立集。令 kM 表示 k 个拟
阵 M 的 并 。 我 们 用 r(U)表示 M 的秩函数 ,R(U)表示 kM 的秩函数 ，那么有 ：

   )(min TrkTUUR UT  

。因此，M存在 k 个两两交集为空的独立集当且仅当：

 )(min)( TrkTUSrk UT  

。 等 价 地 说 就 是 对 于 所 有
ST 

：

    TrSrkTS 
，后面的证明将用到这个结论。

好，有了上面的结论以后，我们接下来就对正方玩家后手必胜的充要条件给出一个证
明：

1、必要性：如果 S 不存在 2 个交集为空的独立集，那么根据上面的讨论，存在 ST  ,

使得
    TrSrTS  2

。这时反方的策略是每次删除一个
TSx 

。那么反方选
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手至少可以从 TS  中删除 






 

2

TS
个元素，正方选手最多只能拯救 TS  中的








 

2

TS 个元素。







 

2

TS
   TrSr 

，而在 T 中最多拯救
 Tr
条有用（无环）

的边（所谓有用就是指能减少连通块数量的边，即使拯救超过  Tr 边会形成环，一

些 边 是 不 必 要 的 ） 。 所 以 我 们 能 拯 救 的 有 用 的 边 数

          1
2








 
 VSrTrTrSrTr

TS
e

，所以最后至少还有 2 个连通块，

即不连通。所以正方败。得证。
2、充分性：M 有 2 个交集为空的独立集

2,1 BB
，即存在 2 个边独立生成树

21,TT
。我

们的基本思想是，在反方选手走完一步，紧跟着该正方选手走的时候，我们都要构造出一
对新的生成树，它比原来的一对多一条公共边，且在这条公共边上画’+’, 这样我们每步都
保证我们的那对生成树的公共边全有’ +’。开始时，

1T
和

2T
没有公共边，我们记为：

0
1T

=
1T

和 0
2T

=
2T

在比赛的第一个回合，反方选手先走，并删除某条边  ，我们考虑两种情况。

情况 1：


是树 0
1T
或 0

2T
的一条边，不妨设是 0

1T
的边。因为 0

1T
和 0

2T
是生成树，

所以存在 0
2T

的一条边 ，使得通过向 0
1T

中加入边 去掉边  后，所得到的图 1
1T
仍是

一棵生成树。我们给 P 的指令是：在 上画个+号。令 1
2T

= 0
2T

，则 1
1T

和 1
2T
恰好有一条

共同的边，即带有+号的边

情况 2：

既不是 0

1T
的边，也不是 0

2T
的边。

这时，我们给 P 的指令是：在 0
1T
或 0

2T
的任意一条边 上画+号，不妨设是 0

1T
的边。因

为 0
2T

是一棵生成树，存在 0
2T

的一条边，使得通过向 0
2T

中加入边 去掉边后，所

得到的图 1
2T
仍是一棵生成树，令 1

1T
= 0

1T
，则树 1

1T
和 1

2T
恰好有一条共同的边，即带

有+号的边 。

我们断定：在比赛第一个回合结束时，G 有两棵生成树 1
1T

和 1
2T

，它们恰好只有一条

共同的边，且被画上+号。
后面的策略非常类似于第一回合的策略，在比赛的第 k 个回合结束时，两棵生成树

kT1

和 kT2

恰好有 K条共同的边，且这 K条边都被画上+号。设图有 M 个点，在比赛的第

M-1 个回合结束时，生成树 1
1

MT
， 1

2
MT
恰好有 M-1条共同的边，因为具有 M 个点的
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树只有 M-1条边，这就意味着 1
1

MT
和 1

2
MT

是同一棵树，所以带+号的边使图连通。

这就是必胜策略。

总结

拟阵是一种组合结构，遗传性和交换性是它本质特性，证明一种结构是拟阵的关
键在于证明遗传性和交换性，遗传性往往很简单，而交换性往往很难，因此证明交换
性是关键。

我们在进行证明时用的最多的是两种常见的证明技巧：构造，反证，两者各有所
长，相辅相成。

贪心算法的正确是由拟阵的本性决定的。
拟阵最初就是以线性拟阵提出的，我们发现，图的拟阵本质上是线性拟阵。
Shannon 开关游戏很有趣，它还可以有很多变化，比如正方先手必胜条件，或者

把问题改成使两个点 u,v连通，而不是使正张图连通。有关拓展部分没有证明的一些内
容与拟阵的交算法有关。

虽然本文介绍的只是拟阵理论冰山一角，不过相信这一角已足以使大家体会到：
拟阵是美的。
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附录

附录 I 罗素悖论

虽然直觉主义者的那种不妥协的立场对大多数数学家来说是太极端了，但是当美妙的
无限集理论中出现了一些逻辑上明显的悖论时，集论受到了严重的威胁。人们很快就发现
毫无约束的滥用“集合”的概念必然引出矛盾。有一个由罗素（R.Russel）解释出的悖论可叙
述如下。大多数集合不包含自身作为元素。例如，全体整数集 A 只包含数为元素；A 本身，
不是一个整数，而是一个整数集，A 并不包含它自身为元素。这样的集我们可以称之为“普
通的”。有许多集可能包含它自身为元素，例如集 S定义如下：“凡是可以用不超过三十个字
来定义的集合是 S 的元素”可以看到，S 是包含了它自身为一元素的。这样的集我们可以称
之为“非普通集”。但无论如何，多数集将是普通的。为了排除“非普通”集的反常状态，我们
可以只着眼于所有普通集组成的集，称它为 C。集合 C 的每一个元素本身是一个集合，而且
事实上是一个普通集。现在产生了一个问题：C 本身是普通集还是非普通集？它必须是这二
者之一。如果 C 是普通集，由于 C定义为包含所有普通集，它包含了它本身作为一个元素。
这样的话，C 必须是非普通集，因为非普通集是那些包含了它本身为元素的集。这是一个矛
盾。因此C 必须是非普通集。但这时 C 包含了一个非普通集（即 C 本身）为其元素，这与 C

只包含普通集的定义相矛盾。因此无论哪一种情形，仅仅是 C 的存在，就已经使我们陷入
矛盾。

摘自参考文献 6

附录 II 调度问题的高效算法

回顾这个算法：我们按罚款的单调递减顺序来考虑各个任务。在考虑任务 j 时，如果有
处于 j 的期限

jd
之前的时间空是空的，则将任务 j填入离

jd
最近的这样的空位，否则考

虑下一个。
这个算法的正确性很明显。因为如果 1..

jd
没空位，则说明把 j放入形成的

A
，

  jj ddAF , ，所以考虑下一个。如果有空位，则说明放入形成的 A是独立的,所以要把

j加入，放哪呢？贪心原则就是在截止时间前尽量靠后放，反证法很容易说明这个贪心的正
确性（即不这样放不会更好）。

我们定义一种时刻之间的关系：
时刻 i 和时刻 j 有关系当且仅当 i 和 j之间的时间空位全被填满。

容易证明这是一种等价关系，即满足自反性，对称性，传递性，所以我们可以用并查
集来维护这种关系。每次把一个任务放到某个时间空位，就把这个时间空位的 2 个端点，即

14



2 个时刻所在的集合合并，并保证并查集中每个集合的代表都是该集合中时刻值最小的元
素。于是对于任务 j,如果

jd
所在集合的代表是 0，则说明

jd
前已无空位，否则

jd
前最靠

后的空位就是
jd
所在集合的代表时刻前的那个空位。下面我们给出核心代码：

    fillchar(f , sizeof(f) , 255);//初始化存储并查集的父亲指针数组
ret := 0; //答案初始化

        for i := 1 to n do 

        begin

                k := find(d[i]); //找代表
                if (k > 0) then Union(k - 1 , k)  //如果有空位，放，并将 2端的集合合并

else ret := ret + w[i];//无法完成，罚款
        end;

因为要使集合代表是最小的，所以 Union 要这样实现：

procedure Union(u , v : longint);

begin

        u := find(u); v := find(v);//find 是找代表
        if (u > v) then f[u] := v

        else f[v] := u;

end;

源代码在：task\task.pas
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