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减少冗余与算法优化 
长沙市长郡中学 胡伟栋 

【摘要】 
在信息学竞赛中，我们经常会遇到冗余，而冗余会造成算法、程序的效率不

同程度的降低：有的是微不足道的，而有的会导致算法复杂度大大提高。本文

针对后者，举例说明冗余对算法效率的影响和如何减少冗余。 

【关键字】 
冗余、算法优化 

【正文】 

一 引言 
信息学竞赛中，我们所追求的目标之一，是使程序用最少的时间解决问题，

也就是达到最高的效率。实际生活中也同样需要这样，高效率者往往会在竞争中

取得优势。 
冗余，是指多余的或重复的操作。在搜索、递推、动态规划等诸多的算法中，

都会出现冗余。 
由冗余的定义，要使算法达到最高的效率，必须去除算法中的冗余处理。但

完全去除冗余是难以实现的，使程序用绝对最少的时间解决问题也是很难的，通

常需要退一步，将目标改为：使程序用尽量少的时间解决问题。由冗余的定义，

可以得到：要提高算法的效率，必须减少算法中的冗余处理。 
要减少冗余，需要在大量的做题过程中，不断探索，不断积累经验。 
下面就让我们通过两个具体的例子来研究冗余是如何影响算法效率的以及

如何减少冗余。 

二 整数拆分 

2.1 问题描述① 

将正整数 N 拆分成若干个整数的和，使拆分成的数是 2 的非负整数幂的形
式。问有多少种拆分方案。如果两个方案仅有数的顺序不同，它们算作同一种方

案。 
如： 
当 N=5时，可以拆分成下面的形式： 
5=1+1+1+1+1 
5=1+1+1+2 
5=1+2+2 
5=1+4 

                                                        
①题目来源：金恺原创 
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所以，5有 4种拆分方案。 

2.2 粗略分析 
此题可用递推解决(为什么？请读者自己思考 ^_^)： 

用 [ , ]F i j 表示 i拆分成若干个数，其中最大的数不超过 2 j的拆分总数。则： 

1° [0, ] 1=F j  

2° [ ,0] 1=F i ，即 i拆分成若干个数，其中最大的数不超过 02 1= 的拆分方案

只有一种：把 i拆分成 i个 1。 

3° 当 i>0,j>0时， [ , ]F i j 由两类组成： 

第一类：拆分成的最大数正好是 2 j，其总数为 [ 2 , ]jF i j− ； 

第二类：拆分成的最大数小于 2 j，其总数为 [ , 1]−F i j 。 

所以 [ , ] [ 2 , ] [ , 1]jF i j F i j F i j= − + − 。 

最后要计算的目标是 F[N,M]。 

因为 2 ji − 必须 0≥ ，所以 2logj i≤   ，又有1 i N≤ ≤ 。不难得出：总的时间

复杂度是 2( log )O N N ①，空间复杂度也是 2( log )O N N 。看上去，这个复杂度已

经很低了。但是，复杂度能不能再低一点儿呢？ 

2.3 减少冗余 

为了便于研究，可以首先处理 N是 2的整数幂这种特殊情况，然后把 N不
是 2的整数幂的情况化为 N是 2的整数幂的情况处理。 

2.3.1 当 N是 2的整数次幂时 

设 2MN = (M为非负整数)。首先，为了讨论时更直观，把所有的 [ , ]F i j 对应

到以 I 为横轴，J 为纵轴的直角坐标系中的每一个整点上，将横坐标为 i 的点称

为第 i列的点、纵坐标为 j的点称为第 j行的点。( [ , ]F i j 是第 i列，第 j行的点) 

若点 C是点 A与点 B的和②，则连有向边AC

和BC


 (如图 A所示)。 

                                                        
①此处所讲的时空复杂度都忽略了高精度的因素。因为当 N达到 10000000时答案也只有 60位，这个数字
是比较小的。 
②当 C为 [ , ]F i j 时，由递推方程，A、B分别为 [ 2 , ]− jF i j 、 [ , 1]−F i j 。 
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根据递推关系将所有的边都连出来，可以得到图 B。 

 

观察要计算的目标 [ , ]F N M ，它是 [ 2 , ] [0, ]− =MF N M F M 与 [ , 1]F N M − 的

和，而 [ , 1]F N M − 是 1[ 2 , 1]MF N M−− − 与 [ , 2]F N M − 的和； [ , 2]F N M − 是

2[ 2 , 2]MF N M−− − 与 [ , 3]F N M − 的和……可以看出，图中有很多的点(如图 B中

的 D，E)的值求出与不求出都不影响最后的答案，所以这些点都没必要求出，都
是冗余的，在图中也没必要向这些点连边。将这些冗余的点和边删掉，只留下最

后可能影响到目标点的点和边，图 B变成了图 C的样子，可以看出，图 C比图
B简洁多了，要计算的点数也少多了。 

 

那么，到底要计算多少个点呢？ 

观察图 C，发现当 j 达到最大，即 j M= 时第 j 行只需要计算 1 个值——

[ , ]F N M ；当 1j M= − 时第 j行要计算 2个值—— [ , 1]F N M − 和 [ , 1]
2
NF M − ；当

I 

J 

A( [ 2 , ]− jF i j ) 

B( [ , 1]−F i j ) 

C( [ , ]F i j ) 
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1 
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0 
图 A (M=3，N=8) 
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图 B (M=3，N=8) 
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图 C (M=3，N=8) 
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2j M= − 时第 J行要计算 4个值—— [ , 2]
4

−
NF M 、 [ , 2]

2
−

NF M 、
3[ , 2]
4

−
NF M

和 [ , 2]F N M − ……由此可以猜想： 

①当 j M k= − 时第 j行要且只要计算 2k个值。 

②这些要计算的值是 [ 2 , ](1 2 )j kF jλ λ≤ ≤ 这 2k个。 

这两个猜想是否正确呢？答案是肯定的，下面用归纳法证明： 

1° 当 j M= 时，第 j行只要计算 [ , ]F N M ，这是显然的。猜想①、②此时都

成立。 

2° 假设 1j M k= − + 时成立，第 j行要计算的为 1[ 2 , ](1 2 )j kF jλ λ −≤ ≤ 这 12k −

个数。 

取 ' 1j j M k= − = − ，当 0λ λ= 时，由于第 j行要计算 0[ 2 , ]jF jλ ，由递推

方程，第 'j 行要计算 '
0 0[ 2 , '] [2* 2 , ']λ λ=j jF j F j ，而计算 '

0[2* 2 , ']λ jF j 又

要 用 到 '
0[(2 1)*2 , ']λ − jF j ， 计 算 '

0[(2 1)*2 , ']λ − jF j 时 要 用 到

'
0[(2 2)*2 , ']λ − jF j ……，一直下去，最后所有的 '

0[ *2 , '](1 2 )λ≤ ≤jF x j x 都

要算出来。 

当 λ 取遍所有的 0λ 时，就可以得到第 'j 行要计算哪些值，它们是

'[ *2 , '](1 2 )≤ ≤j kF x j x 这 2k个数，这个式子和②的是一样的。所以此时

猜想①、②仍然成立。 
综合 1°和 2°，猜想①、②都是正确的。 

由①，图中实际有用的点是 2 3 11 2 2 2 2 2 1 1M M N−+ + + + + = − = − 个，而

开始时计算了 *N M 个，可见计算过程中的冗余数目远远大于必须计算的数目。

如果去掉这此冗余的计算，算法的时间复杂度可能降到 ( )O N 。 

现在的问题变为：哪些点是要计算的呢？用②找要计算的点固然是一个方

法，不过这里有两个巧妙的结论： 
③图中每一列要计算的点必然是最下面的若干个点。 

因为：如果要计算 [ , ]F i j ，从递推方程看，必定要计算 [ , 1]F i j − ，然后又必

定要计算 [ , 2]F i j − ……，直到要计算 [ ,1]F i ，最后 [ ,0]F i 已知。所以，如果要计

算 [ , ]F i j ，位于 [ , ]F i j 正下方的所有点都要算出来，由此，图中每一列要计算的
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点必然是最下面的若干个点。 
④当 i=X时，第 i列要计算的点的个数 Ti= X的二进制表示中最末的 0的个

数。 
证明： 
设 i的二进制表示中最末有 Ti个 0。 

1° 当 j<=Ti 时， 2 |j i，即存在整数 λ ，  使 2 ji λ= 。因1≤ ≤i N ，可得

1 2
2 2

M j
j j

i M
λ −≤ = ≤ = ，由②， [ , ]F i j 要计算出来，即第 i列至少要计算 j

个值。特别的，取 j=Ti，即可得到第 i列至少要计算 Ti个值。 

2° 当 j>=Ti+1 时， 2 |j i/ ，即不存在整数λ，使 2 ji λ= ，由②， [ , ]F i j 不必

计算出来。所以第 i列只需要计算 Ti个值。 
综合 1°,2°，命题④成立。 

这样，时间复杂度降至 ( )O N 已不成问题。 

再看一下空间复杂度。所有不必计算的数据都可以不分配内存，前面浪费了

大量的空间。怎样才能不浪费呢？ 
假设程序实现时是按照外层循环从小到大的枚举 i值、内层循环从小到大枚

举 j值的顺序，则对于 [ , ]F i j ，所用到的值为 [ , 1]F i j − 和 [ 2 , ]jF i j− ，其中 [ , 1]F i j −

是第 j-1行的已求出的点中最右边的点，即当前已求出的 [ , 1]−F x j (x是非负整数)

中 x 最大的点； [ 2 , ]jF i j− 是第 j 行已求出的点中最右边的点，即当前已知的

[ , ]F x j (x是非负整数)中 x最大的点(如图 D) ，这是显然的。可以想到，对于某

个 j，只要保存已求出的 [ , ]F x j 中 x最大的那个元素即可，这样可以减少浪费，

而且能起到类似滚动数组减少空间的效果。空间复杂度可以降到 2(log )O N 。 

 

2.3.2 当 N不是 2的整数次幂时 

可设 2MN r= − ，其中 12 2M MN− < < ，这时，计算的目标是 [ , 1]F N M − ，由
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0 
图 D (M=3，N=8) 

F[i,j] 

F[i,j-1] 

F[i-2j,j] 

已求出的点 

未求出的点 

不必求的点 
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[ , ] [ , 1] [ 2 , ]MF N M F N M F N M= − + − ，又由于 [ 2 , ] 0MF N M− = (或者说不存在)，

[ , ] [ , 1]F N M F N M= − ，可将所求的目标改为 [ , ]F N M 。 

仍然将 [ , ]F i j 对应到坐标系中，连边，去除其中的冗余，得到图 E (其中 N=5)。

添加 [ ], [ 1], [ 2], , [ 1]F r F r F r F− − + − + − 共 r列，令它们的值全为 0(图 F)。然后

将所有的点向右平移 r 个单位，得到的就是类似 ' 2MN = 的情况了，但从第 0 列

至第 r-1列的值全为 0，其他列都满足 ' 2MN = 的递推关系(如图 G)。变换之后可

顺利的求出答案。 

 

 

 

2.4 小结 
回顾此题，由于开始时做了大量冗余的操作，使得时空复杂度相对于最后的
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时空复杂度高了很多，当减少冗余后，时空复杂度低了很多。可见，减少冗余是

优化本题的关键。 
 
此题还有没有更好的算法呢？有直接的公式可用吗？ 
探索中 . . . 
 

三 最大奖品价值 

3.1 问题描述 

作为今年年度消费最高奖获得者，你有机会参加一个促销性的抽奖游戏。该

游戏是这样的： 
有 N+2级楼梯，从 0至 N+1标号，从第 1级到第 N级每级上都放着一个奖

品，如果你从第 0级走M步(M≤N+1)正好到达第 N+1级楼梯，且不走出这 N+2
级楼梯，你所走过的楼梯上的奖品就是你的了，否则将得不到任何奖品。首先，

你给所有的奖品打了一个分值，这些分值都是正整数。你希望得到的奖品的分值

和最大，应该怎么走呢？ 
当然，一步不可能走太多级的楼梯，因为那样有可能摔着，假设每步最少走

0级(即原地不动)，最多走K级(即向楼梯标号增大的方向最多从第 i级走到第 i+K
级，向楼梯标号减小的方向最多从第 i级走到第 i-K级)。 

3.2 数学模型 
原题可如下表示 

有 一 个 整 数 序 列 0 1 2 3 1, , , , , , + N Na a a a a a ， 其 中 0 1 0+= =Na a ，

1 2 3, , , , 0> Na a a a ，对于一个 ( )<M M N 和 K，从序列中找出一个子序列

0 1 2
, , , ,

Mi i i ia a a a ，使： 

1) 00 , 1= = +Mi i N  

2) 1 0 2 1 1, , , −− ≤ − ≤ − ≤ − ≤ − ≤ − ≤ M MK i i K K i i K K i i K ； 

3) 0 1 2 3
+ + + + +

Mi i i i ia a a a a 最大 

3.3 粗略分析 

原问题只说了每一步最多走的级数，没有规定是否能往回走。那么往回走有

没有意义呢？假设往回走了，即出现 p，使 1p pi i+ < ，找出满足 1p pi i+ < 的最小的 p，

因 1 10 , 0+ −≤ − ≤ − ≤ − ≤p p p pi i K K i i ，所以 1 1− +− ≤ − ≤p pK i i K，若将 1 1, ,p p pi i i− + 变
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为 1 1, ,p p pi i i− + ，即变换 pi 和 1pi + 的位置，仍会满足要求，且分值的和不变。按照

这种方法调整，可以使 0 1 2≤ ≤ ≤ Mi i i i 。 

因为除 0 1 0+= =Na a 外其他的分值大于 0，在某级楼梯上停留不如走到一级未

走过的楼梯，所以进一步可以使 0 1 2< < < Mi i i i 。 

做了上面的处理后，本题变成了一个最优子结构的问题，可以用动态规划解

决。用 [ , ]F i j 表示所选的第 i个数为 ja 所能得到子序列的和最大是多少。则

[ , ] max { [ 1, ]}
− ≤ <

= − + jj K x j
F i j F i x a 。 

此算法的状态数为 *N M ，决策数为 K，所以时间复杂度为 ( )O NMK 。这个

算法还能优化吗？ 

3.4 减少冗余 

当 计 算 [ , 1]F i j − 和 [ , ]F i j 时 ， 分 别 要 计 算
1 1

max { [ 1, ]}
− − ≤ < −

−
j K x j

F i x 和

max { [ 1, ]}
− ≤ <

−
j K x j

F i x ，而 

1 1 1
max { [ 1, ]} max{ [ 1, 1], max { [ 1, ]}}

− − ≤ < − − ≤ < −
− = − − − −

j K x j j K x j
F i x F i j k F i x

 

1
max { [ 1, ]} max{ max { [ 1, ]}, [ 1, 1]}
− ≤ < − ≤ < −

− = − − −
j K x j j K x j

F i x F i x F i j
 

可以看出：
1

max { [ 1, ]}
− ≤ < −

−
j K x j

F i x 计算了两次。如果能减少这种冗余计算，复杂

度将能够降低。如何处理呢？通常，会有三类方法处理： 

第一类方法：设计算 [ , 1]F i j − 时所得的最大值为 X ，当计算 [ , ]F i j 时，将 X

与 [ 1, 1]− − −F i j K 比较，如果两个数不相等，则必有
1

max { [ 1, ]}
− ≤ < −

= −
j K x j

X F i x ，所

以计算 [ , ]F i j 时的最大值为 max{ , [ 1, 1]}X F i j− − ，只要 (1)O 即可转移；但当

[ 1, 1]= − − −X F i j K 时，就不得不计算 max { [ 1, ]}
− ≤ <

−
j K x j

F i x 。复杂度为 ( )O K 。 

对于这一类方法，当数据比较特殊时，如 1 2 3> > > > Na a a a ，总时间复

杂度是 ( )O NMK 。没有从根本优化。 

第二类方法：用堆、线段树之类的数据结构优化。时间复杂度可降到

2( log )O NM K 。但编程复杂度将有所提高。 
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第三类方法：首先，分析动态规划的转移过程，对整个过程进行分析似乎难

以下手，因此可以分析一部分，不妨分析从 [ 1]−F i 到 [ ]F i 移的这一步。注意到，

若 a b j< < ，且 [ 1, ] [ 1, ]F i b F i a− ≥ − ，当计算 [ , ]F i j 时，因为有 [ 1, ]−F i b 在，最

大的值不可能取 [ 1, ]F i a− (当 [ 1, ] [ 1, ]F i a F i b− = − 是最大值时，可以取 [ 1, ]F i b− 而

不取 [ 1, ]F i a− )，因此在计算 [ , ]F i j 时可不必枚举 [ 1, ]F i a− —— [ 1, ]F i a− 是冗余

的状态。如果用一个线性表存储 [ 1]F i − 中所有要枚举的状态，且按标号(数组的

第二维下标)从小到大排序，则所有这些状态的值将是单调递减的，这时所求的
最大值将是线性表中的第一个元素的值。但怎么实现呢？把线性表改造一下

①
就

可以了：当 j变大时，线性表中所有的 [ 1, ]( )− < −F i x x j K 都要删除(实际上，由

于 j是以 1 为增量的，最多将线性表的第一个元素删除)；然后将 [ 1, 1]F i j− − 插

入线性表的最后，在插入的过程中，为了保持线性表中的数单调递减的特点，若

[ 1, ] [ 1, 1]F i x F i j− < − − ，要将 [ 1, ]F i x− 删除，这些元素都是在线性表的末尾，可

以从最后逐一删除。这个数据结构中，每个 [ 1, ](1 )− ≤ ≤F i x x n 最多进入一次队列，

最多出一次队列，查找最大元素的复杂度为 O(1)。所以总的时间复杂度为

( )O NM 。下面是一个转移的例子： 

F[i-1]=(6 3 5 2 8) k=3 
j 操作 队列 最大值 
 开始 []  
1 插入 6，直接插入 [6] 6 
2 插入 3，直接插入 [6，3] 6 
3 插入 5，5比 3大，将 3从线性表最后删除，5插入到最后
位置 

[6，5] 6 

4 将 6从线性表的第一个位置删除；插入 2，直接插入 [5，2] 5 
5 插入 8，8比 2、5大，将 2、5删除，8插入到最后位置。 [8] 8 
 

3.5 小结 
这道题中，冗余并不像整数拆分那么容易去除，这时，可以考虑利用数据结

构。同时也看到，数据结构并不时一尘不变的，只要灵活运用，它必能发挥很大

的作用。在减少冗余操作的过程中，往往要利用到数据结构。 
 

                                                        
① 改造后的线性表在项荣璟的论文中出现过。 



IOI2004国家集训队论文  胡伟栋 

第 10 页 共 10 页 

四 总结 
从上面的例子可以看到： 
在算法设计和编程过程中，冗余的出现是难以避免的。 
冗余是高效率的天敌，减少冗余，必然能使算法和程序效率提高很多(例 1

时间复杂度由 2( log )O N N 降到 ( )O N 、空间复杂度由 2( log )O N N 降到

2(log )O N ，例 2时间复杂度由 ( )O NMK 降到 ( )O NM ，程序的效率提高可想而知)。 

减少冗余没有可套用的定理公式可用，只有认真分析、善于探索，并在做题

中积累经验，才能得到减少冗余的好方法。 
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