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偶图的算法及应用

南京师范大学附属中学 孙方成

【摘要】

本文首先介绍了匹配这种无向图中特殊的关系，以及偶图这种特殊图的定
义。然后将两者结合起来，介绍了偶图的最大基数匹配和最佳匹配的有效算法。
同时通过给出有关偶图的最大匹配数和最小覆盖数间的数量关系，说明了和一
般图相比，偶图所具有的独特优势。

【关键词】

偶图 匹配 增广路 覆盖集 算法复杂度

一、前言

偶图是一种特殊的图。偶图的结点总是被分成两个互补的部分，这两部分常
常用来分别表示两类不同的事物。而两类事物间的最基本的关系，就是匹配的关
系。如果能根据具体的情况，将偶图和匹配结合起来，则可以在很大程度上打开
思路，优化算法。总之，偶图这种特殊的图，在程序设计中有着广泛的应用。它
的高效性有助于对某些复杂问题的较特殊情况，给出完美的解。

二、匹配的概念

定义 1 设图     ,G V G E G ，而M 是  E G 的一个子集，如果M 中的任

两条边均不邻接，则称M 是G的一个匹配。M 中的一条边的两个端点叫做在
M 下是配对的。
若匹配M 中的某条边与顶点 v关联，则称M 饱和顶点 v，并称 v是M 饱和

的。
设M 是图G的一个匹配，若G中存在一条基本路径 R，路径的边是由属于

M 的匹配边和不属于M 的非匹配边交替出现组成，则称 R为交替路。若R的两
个端点都是M 的非饱和点，则称这条交替路为可增广路。
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设图     ,G V G E G ，  V G 被分成两个非空的互补顶点子集 X 和Y，若

图G的一个匹配  M E G 能饱和 X 中的每个顶点，换言之， X 中的全部顶点

和Y中的一个子集的顶点之间确定一个一一对应关系，则称M 是图G的一个完
备匹配。
在大多数情况下，如果直接从可增广路的角度求一个图的最大（最佳）匹

配，其算法效率较低。所以，对于一般图的匹配算法同时还要涉及到花苞1的定
义即处理。但由于本文主要考虑偶图的匹配问题，所以对这些内容不进行展开。

三、偶图的定义和判定

定义 2 设图 ),( EVG 
，若能把V 分成两个集合 1V

和
2V
，使得

E
中的每条

边的两个端点，一个在
1V
中，另一个在

2V
中，这样的图称为偶图，也叫二分图，

或是二部图。
根据这个定义，

1V
或

2V
中任何两个顶点都不邻接。偶图也可表示为

);,( 21 EVVG  。对于顶点集
1V V ，  P V 表示 2V

中所有和V 相连的顶点的集

合。
定义 3 如果偶图G的互补结点子集 1V

中的每一结点都与
2V
中的所有结点邻

接，则称G为完全偶图。
对于较简单的图，可以用肉眼来判断其是否为偶图。然而，根据定义或用直

观的改画方法判定一个较复杂的图是否是偶图是很不方便的，因此有必要寻求
一个行之有效的判定定理。
定理 1 当且仅当无向图G的每一个回路的次数均为偶数时，G才是一个偶

图。如果无回路，相当于任一回路的次数为 0，0视为偶数。
证：必要性，即若G是偶图，则G的任一回路的次数为偶数。

设G中任意一个长度为ｍ的回路 .,...,,,
01210 iiiii vvvvvC

m 
 。因G是偶图，

因此可将 V分为两个互补结点子集
1V
和

2V
，因

0i
V 和

1i
V 是邻接的，设

2

1

1

0

Vv

Vv

i

i





必有同理可得

1我们把匹配边数达到最大时的奇次回路称为“花苞”。
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2

1

153

242

,...,,

,...,,

Vvvv

Vvvv

m

m

iii

iii









从结点的下标可以看出，下标为偶数的结点属于
1V
，而下标为奇数的结

点属于
2V
，今

1mi
v 属于

2V
，故m-1为奇数，即m为偶数。

充分性，即G的任一回路的次数为偶数时，G必是偶图。分两种情况进行
讨论
（1）G是连通图
将图的结点集合 V按下列定义分为两个子集。

12

01 }|{

VVV

vvvV ii



 的距离为偶数与某一指定结点

下面证明
1V
和

2V
就是

V
的两个互补结点子集。

任取图
G
的一条边 ),( ji vve 

，如果 e的两个端点
iv
和

jv
都在

1V
中，如

图所示的那样得到一个回路
iji vvvvC ,,...,,..., 0
，因

1, Vvv ji 
，按定义

iv
和

jv
到

0v
的距离都是偶数，

再加上边 e，故回路 C的长度为奇数，与题设矛盾，
说明

iv
和

jv
不可能都处于

1V
中。

如果任意边 e的两个端点
iv
和

jv
都在

2V
中，则由定义

iv
和

jv
到

0v
的距

离都是奇数，再加上边 e，故回路C的长度仍为奇数，也与题设矛盾，说明
iv

和
jv
也不可能都处于

2V
中。因此只有唯一一种可能，即 e的两个端点，一个

在
1V
中而另一个在

2V
中，由于 e是任意一条边，根据偶图的定义，

G
是偶图。

（2）G是非连通图
此时可分片讨论，对G的每个连通分量应用上面的证明，然后合并起来，

即可得证。

四、偶图的最大匹配

根据偶图的定义，它在继承了一般图的性质的同时，更有一些特殊的性质。
因此，偶图的最大匹配算法相对于一般图的最大匹配算法较为简单，也有更广
泛的适用性。可以说，偶图的最大匹配算法是所有偶图算法的基础。Edmonds于
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1965 年提出了解决偶图的最大匹配的匈牙利算法。
(1) 从G中取一个初始匹配M。
(2) 若 X中的顶皆为M中边的端点，止，M即为完备匹配；否则，取 X

中不与M中边关联的顶 u，记  TuS },{ 。
(3) 若 ( )P S T

，止，无完备匹配，否则，取 ( )y P s T 
。

(4) 若 y 是 M 中边的端点，设 Myz ，令 }{},{ yTTzSS   ，转
(3)；否则，取可增广通路 ( , )R u y ，令 ( )M M E R 

，转(2)。

分析上述算法，可以得到求偶图最大匹配的算法的时间复杂度为：

 ( )O E G 。

在现实生活中，有很多的问题都可以转化成偶图的最大匹配问题，例如工
作安排问题等。这里，举一个相对较新的例子。《小狗散步》选自NOI2001上海
市选拔赛试题：

Grant喜欢带着他的小狗 Pandog 散步。Grant以一定的速度沿着固定路
线走，该路线可能自交。Pandog 喜欢游览沿途的景点，不过会在给定的 N

个点和主人相遇。小狗和主人同时从  1 1,X Y 点出发，并同时在  ,n nX Y 点汇

合。小狗的速度最快是Grant的两倍。当主人从一个点以直线走向另一个点
时，Pandog 跑向一个他感兴趣的景点。Pandog每次与主人相遇之前最多
只去一个景点。

你现在的任务是：为 Pandog寻找一条路线（有可能与主人的路线部分
相同），使它能够游览最多的景点，并能够准时与主人在给定地点相遇或
者汇合。
如果直接考虑小狗的行进路线，每到达一个新的汇合点，都要考虑小狗的

行动方案。总的计算量为 n
mP
，这种指数级复杂度的算法无疑是低效的，不切合

实际的。同时，由于题目模型本身和排列模型的相关性。过高的后效性，从根本
上否定了动态规划算法的可能性。即使是使用网络流模型，如果单从狗的角度直
接构造，也非常难以实现。但如果能抓住题目中某些关键性叙述，将其抽象成偶
图的模型，则能有较好的效果。

由于“当主人从一个点以直线走向另一个点时，Pandog跑向一个他感兴趣

的景点”，并且主人的移动路线是确定的，所以寻找一条路线，可以看作确定在
每一段路线上，小狗的选择：跑向哪一个景点，或是和主人的路线重合。显然，
如果把主人的移动路线的每一段都抽象成点，其性质和小狗所向往的景点的性
质是不同的。所以图中的点被自然的分成了两类，题目要求的也就是这两类点之
间的关系。
由于在一个线段上，小狗只能跑向一个景点，所以景点的可达与否只和景

点到这个线段的两端点的距离有关。由于一条线段只能和一个景点发生关联，而
一个景点也只在第一次访问的时候才有意义，所以任何两项关联都不会有任何
交点。这显然满足匹配的定义。所以，题目的所求就是在这样一个由两类点所组
成的图中，两个点集间的最大匹配。
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偶图的构造过程如下：

设共有 n个定点和 m个景点，  1 1 |1i iV PP i n  


；  2 |1iV Q i m   ；

  2V G V1V＝
。 对 于 有 向 线 段

1i iPP

和 景 点
kQ
， 当 且 仅 当

     1 1, , 2 ,i k k i i iD P Q D Q P D P P   时，边  1i i kPP Q


， 属于  E G 。其中 ( , )D A B

定义为    
2 2

A b A bX X Y Y   。参照偶图的定义，这是一个典型的偶图。然后就

是根据求偶图的最大匹配的匈牙利算法，求出其最大匹配数及匹配方案，最后
按题目要求生成输出。

五、偶图的最小覆盖问题

偶图的最大匹配算法在解决实际问题中，有着广泛的应用。最典型的就是利
用偶图的最大匹配算法解决偶图的最小覆盖问题。如BOI2001的《Knights》一题
问题描述如下：

一张大小为 n*n的国际象棋棋盘，上面有一些格子被拿走了。你的任务
是确定在这个棋盘上放置尽可能多的马并使他们不互相攻击。棋盘的大小 n
不超过 200。

题目要求放置尽可能多的马，并要求不能相互攻击。类似这种描述的题目非
常普遍，最常见的就是 8 皇后问题。8 皇后问题是回溯算法的典型例题，由于在
每一行中对几乎每一个点都要进行一次穷举，所以事件复杂度为  !O n ，更是

经典的NP问题。如果按照 8 皇后问题的思路来解决这道题，面临的挑战是十分
严峻的。
首先，8 皇后问题的扩展方式远比本题简单。由于皇后的攻击范围是完整的

一行一列，或是一条斜线，所以在扩展时可以大量的回避无效状态，而本题的
攻击范围相对复杂，所以在搜索过程中直接回避无效状态的难度较大，算法效
率自然不理想。其次，本题的问题规模达到 200，已经远远超过 8 皇后问题的可
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解范围。同时由于马控制范围较小，必然带来可行方案的增多，而回溯或是其它
的搜索算法都是基于求方案而得到问题的解，其基本思想还是穷举，解的增多
必然带来效率的大大降低。而本题的求解目标却是针对最多放置马的数目，搜索
类算法显然针对性太差。
然后考虑NOI2001中《炮兵阵地》一题。在《炮兵阵地》一题中，采用了状态

分离的办法，最终实现了动态规划。但动态规划过程中，如果相对于宽度来说，
算法复杂度仍然是指数级的。这道题和《炮兵阵地》相比，攻击范围的不规则性
同样是本题的劣势，在状态转移过程中的难度必然大大增加。更主要的是，动态
规划解决《炮兵阵地》问题的关键在于长宽的极端不对称性。而在本题中，棋盘
是严格的正方形，状态分离的思想很难得到实现（时空上都无法得到保证）。所
以说动态规划的方法也不适用本题。也就是说，从常规思路上类比考虑，无法得
到关于本题的可行解法。
下面，从构造图的角度分析本题的模型。将棋盘的每一个格子作为一个顶点

两点间直接可达（互可攻击）的关系作为边。则题目所要求的就是在这样一张图
中的最大独立子集。由于对于任意一张图，其最大独立子集和最小覆盖集互为补
集，所以本题也是一个求最小覆盖集的图论问题。众所周知，一般图的最小覆盖
图是一个NPC问题。那么本题能否逃脱厄运呢？这只有从本题的特殊性来分析。
常识告诉我们，在一张国际象棋的棋盘上，白格和黑格是相交错的，一匹

马只能从一个白格跳到一个黑格，或是从一个黑格跳到一个白格。由于这种特殊
性，马的攻击范围的不规则，在这时却给我们的解题带来了方便。因为一个位置
上的马只能攻击和其所在位置颜色不同的格子，这是一个必要条件。换句话说，
同一颜色的任意两个格子间不存在边。所以，棋盘可以按照颜色分成两个部分，
在同一部分的任意两点都是不能互相攻击的。也就是说，题述所描述的棋盘，定
义在攻击关系上是一个偶图。
同时，由于偶图的独特性质，求它的最小覆盖数有着多项式的算法。偶图的

最大匹配数和最小覆盖数之间存在着确定的数量关系。1931 年 König给出最大
匹配与最小覆盖的关系定理如下：
定理 2 设 r是偶图G的最大匹配数， s是其邻接矩阵的最小覆盖数，则有 r

＝ s。
要证明这个定理，要用到 Hall婚姻定理：设G是一个偶图，两个顶点集分

别为V 和W。则存在G的一个完备匹配，当且仅当  S P S 对所有 VS  均

成立。对于这个定理的证明将在附录中给出。下面证明最大匹配最小覆盖定理：
因为每个不在同行同列的非零元需要一行或一列才能盖住，所以 r个不在

同行同列的非零元需要 r行、列才能盖住，而 s个不同的行、列盖住了矩阵 A的
全部非零元，自然也盖住了 r个不在同行同列的非零元。因此 s r 。再证明 r s 。
不失一般性，设最小覆盖盖住 A的 c行、d 列，即 s c d  。设这c行对应的结点
子集是

cX 其余为
cX X
； d 列对应的结点集是

dY
，其余为

dY Y
。把矩阵

A
的

行、列进行调整，如图所示，显然
11A 每行都被覆盖， 22A 每列都被覆盖，

12A 中

每个元素既被行也被列所覆盖，而
21 0A 

。
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现证明
cX 到 dY Y 存在完备匹配。在

11A 中任取 V 行，这些行中的非零元

至少分布在它的 V 个不同列上。否则，不覆盖这 V 行，而覆盖这些更少的列，

A中的所有非零元仍然全部覆益，这时所用的覆盖数比原先要少，与原来是最

小覆盖矛盾。这就是说，对
cX 的任意子集V ，总有 ( )P V V  。根据Hall婚姻

定理，
cX 到 dY Y 存在完备匹配

1M ， 1M c 。同理
dY
到

cX X 也存在完备匹配

2M ，
2M d ，

1 2M M 仍然是G的一个匹配， 1 2M M c d s   。因此G的

最大匹配数 r s 。证明结束。
由于这个定理的存在，有关偶图的最小覆盖集、最大独立子集等算法，都

可以通过求偶图的最大匹配数来间接得到。

六、偶图的最佳匹配问题

前文给出了偶图的最大匹配的算法，但在实际的工作中，效率往往是考虑
问题时必不可少的一环。比如说工作效率不同的工作安排问题，或是在《小狗散
步》一题中加入各个景点的权信息……仅仅用最大匹配就无法求解。下面举一个
加权的工作安排问题，问题描述如下：
某公司有工作人员

1 2, ,..., nx x x ，他们去做工作
1 2, ,..., ny y y ，每个人都能做其

中的几项工作，并且对每一项工作都有一个固定的效率。问能否找到一种合适的
工作分配方案，使得总的效率最高。要求一个人只能参与一项工作，同时一项工
作也必须由一个人独立完成。不要求所有的人都有工作。
对于如右方表格所示的数据（如果员工完全不能完成一项工作，则效率用

0来表示），如果采用最大基数匹配算法，得
到的解为：甲－A，乙－B，丙－C，丁－D，
最后总的价值为 4。但是，如果采用甲项目不
匹配，乙－A，丙－C，丁－D，虽然匹配数较
少，但是最后的总价值却达到了 12。事实证明，
最大匹配的算法对解决这类效益至上的问题没有实际的效果。

那么，是否有解决这类问题的其它有效途径呢？由于一个人只能做一项工
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作，一项工作也只能由一个人做，所以在方案的决策上所带来的后效性是十分
明显的。如果要通过改变状态的描述方式来摆脱后效性的麻烦，也必将带来维数
灾的动态规划致命问题。所以说，动态规划不能用来解决此类问题。
可以用来解决此类问题的可行办法是分支定界算法。也就是通过估价函数的

合理选择，在深度搜索的基础上，不断的更新最优结果，以达到减少无效搜索，
提高效率的目的。然而，分支定界算法虽然在中小规模的应用中有着不错的效率
但是其本身指数级的复杂度，导致其效率随着规模的增加而急剧降低。

实际上，这类问题就是图论中的最佳匹配问题。问题描述如下：

 1 2, ;G V V E 是加权完全偶图，  1 1 2, ,..., nV x x x ，  2 1 2, ,..., nV y y y ，权

  0i jw x y  ，求权最大的完备匹配，这种匹配称为最佳匹配。由于定义中要求的

是加权完全偶图（从算法角度分析，这种定义的主要目的是保证完备匹配的必
然存在）。所以，当原图中某些边不存在时，往往通过将边的权赋为 0或 1或是
其它一些不影响最终结果的值，使边达到完备。在做好这些准备工作后，具体解
决这类问题之前，首先要了解一些相关概念。
定义 4 映射  :l V G R 满足

1x V  ，
2y V  ，成立      l x l y w xy  ，

则称  l v 是偶图G的可行顶标；令

        | ,lE xy xy E G l x l y w xy   

称以
lE
为边集的G的生成子图为“相等子图”，记成

lG
。

可行顶标是存在的，例如

 
   

 
2

1

2

max ,

0,

y V
l x w xy x V

l v
l y y V


  



 

定理 3
lG
的完备匹配即为G的最佳匹配。

证：设 *M
是

lG
的一个完备匹配，因为

lG
是G的生成子图，故 *M

也是G

的完备匹配。 *M 中的边的端点集合含G的每个顶点恰一次，所以

     
 *

*

v V Ge M

W M w e l v


  

另一方面，若M 是G中任一完备匹配，则

     
 e M v V G

W M w e l v
 

  

所以    *W M W M ，即 *M 是最佳匹配。

根据定理 3，1955 年 Kuhn，1957 年 Munkres给出修改顶标的方法，使新
的相等子图的最大匹配逐渐扩大，最后出现相等子图的完备匹配。

Kuhn-Munkres算法（KM算法）
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（1） 选定初始可行顶标 l，在 lG
上选取一个匹配

M
。

（2） 若
1V
中的顶皆与

M
中边关联，止，

M
即为最佳匹配；否则，取

lG

中不与M 中的边关联的顶u，令   ,S u T 。

（3） 若  
lG

P S T ,转  4 ；若  
lG

P S T＝ ，取

      

 

 

 

 

,
min

,

,

,

l x S y T

l

l

a l x l y w xy

l v a v S

l v l v a v T

l v

 
  

 


   



，

，

其它。

, l ll l G G 
 

。

（4） 选  
lG

P S T 中一顶 y，若 y与 M 中边关联，且 Myz ,则

}{},{ yTTzSS   ，转(3)；否则，取
lG
中一个M 的可增广通路  ,R u y ，令

( )M M E R 
，转(2)。

下面，通过一个实例来进一步了解算法的具体实现和各方面的效率。设五名
员工参加五个项目的效率如下表所示：

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5

X1 3 5 5 4 1

X2 2 2 0 2 2

X3 2 4 4 1 0

X4 0 1 1 0 0

X5 1 2 1 3 3

首先，选取可行顶标  l v 如下：

 

   

   

   

   

   

1

2

3

4

1

0, 1,2,3,4,5;

max 3,5,5,4,1 5,

max 2,2,0,2,2 2,

max 2,4,4,1,0 4,

max 0,1,1,0,0 1,

max 1,2,1,3,3 3

l y i

l x

l x

l x

l x

l x

 

 

 

 

 

 

构造
lG
，并求其最大匹配，流程如下：

步骤编号 S T M
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1、选取初始匹配 － － 

2、取
1u x  1x  

4、取
2y y － －   1 2e x y

2、取
2u x  2x    1 2e x y

4、取
1y y － －     1 2 2 1,e x y e x y

2、取
3u x  3x      1 2 2 1,e x y e x y

4、取
3y y － －       1 2 2 1 3 3, ,e x y e x y e x y

2、取
5u x  5x        1 2 2 1 3 3, ,e x y e x y e x y

4、取
5y y － －         1 2 2 1 3 3 5 5, , ,e x y e x y e x y e x y

2、取
4u x  4x          1 2 2 1 3 3 5 5, , ,e x y e x y e x y e x y

4、取
3y y  4 3,x x  3y         1 2 2 1 3 3 5 5, , ,e x y e x y e x y e x y

4、取
2y y  4 3 1, ,x x x  3 2,y y         1 2 2 1 3 3 5 5, , ,e x y e x y e x y e x y

2、  
lG

P S T 无完全匹配

其最终得到的最大匹配如图所示。

图中粗点划线构成最大匹配。
lG
中无完备匹配，故修改顶标。

由于    4 4 3 1 3 2, , , , ,u x S x x x T y y   ，所以

      
,

min 1l x S y T
a l x l y w xy

 
   

修改后的顶标为：
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1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4, 2, 3, 0, 3;

0, 1, 1, 0, 0

x x x x x

y y y y y

    

    

根据新的顶标构造
lG
，并求其上的一个完全匹配如图所示：

图中粗点划线给出了一个最佳匹配，其最大权为 4＋2＋4＋1＋3＝14。题目
完成。
通过解题的过程，并对比 KM算法和匈牙利算法的描述可以发现，除了

KM算法中第三部分修改顶标的内容外，绝大部分是相同的。可以说，KM算法
就是在匈牙利算法的基础上加入了修改顶标的部分。由于M 是逐步增大的，所
以对于每一个

lG
的增广过程中产生的信息，都很好的得到了继承和合理的利用。

因此，KM算法虽然加入了对权的考虑，有着更广泛的适用性，但从时间复杂

度的数量级上是和匈牙利算法本质相同的，也是   O E G 。

七、小结

偶图是一种特殊的图。对于一个偶图G，其点集  V G 可被分成两个互补的

子集
1 2,V V ，对于属于同一子集的两点 ,x y，都有边    ,e x y E G 。由于这种特

殊性，偶图作为描述现实世界中两类不同事物间的相互关系的有效模型而得到
广泛的应用。
图结构因为其包含信息的多元化，往往能反映出问题的本质属性，抓住问

题的关键。尤其是在解决动态规划的后效性、维数灾等问题时，一般能发挥出较
好的效果。又由于建立在偶图上的算法有很多区别于一般图算法的优势，所以将
一个一般图转换成偶图的形式，在程序设计中更是有很大的作用。而转换的关键
一般是从题目本身的条件出发，挖掘题目中深层次的信息，从而将关系复杂的
图的结点进行分类。例如在棋盘上，染色往往是一种很好的分类方式。
在建立起偶图的模型后，求解也是十分重要的。本文给出了偶图的一些基本

算法和相关定理。通过合理的使用这些信息，基本上可以解决程序设计中遇到的
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大部分偶图问题。如果有更多的限制和要求，可以通过最大流等更复杂的模型来
解决。但是，从算法效率和编程复杂度上说，基于偶图的算法一般比基于最大流
的算法简单高效。
对于匹配算法，除偶图的匹配之外，对一般图的匹配也有定义，但求解算

法相对复杂。同时，我个人认为，由于匹配是两物品之间一一对应的关系。所以
建立两类事物间的匹配关系，也就是偶图的匹配，比一般图的匹配有着更高的
实用价值。
综上所述，我认为，偶图是一种高效的、有着广泛使用价值的模型。合理、

有效的使用偶图模型，将大大提高编程及解决现实生活中实际问题的能力。

【附录】

Hall婚姻定理的证明如下：
显然，对 X 每一个子集 A， ( )A P A 是存在 X 到Y内的完备匹配的必要

条件。因为，若有 X 的一个子集 0A
，使得

0 0( )A P A ，则不可能在
0A
的顶点和

Y的子集中的顶点之间确定一个一一对应关系。下面，用两种方法证明条件的充
分性。
用归纳法证明条件的充分性。
对于 X 中只有一个顶点的任何偶图，条件显然是充分的，因为这个顶点必

定同Y中至少一个顶点相邻接。现假定，对于 X 中有不多于 1m  个顶点的偶图
这个条件是充分的。假设存在一个偶图G， X 中有m个顶点，对 X的每一个子
集都有 ( )A P A ,考察下面两种情况，从而证明存在 X 到Y内的一个完备匹配：

（1） 对 X 的每一非空真子集 A，都有 ( )A P A 。可取 X 中任一顶点 0x
且

把它与
Y
中一个顶点

0y
相匹配。从G中移去顶点

0x
,

0y
以及它们相关联的全部边

得到图G。在偶图G中，因  0X x 的每一个子集中的顶点都同  0Y y 中的至

少 A 个顶点相邻接，故由归纳假设，存在  0X x 到  0Y y 内的一个完备匹

配。因此，图G中存在 X 到Y的一个完备匹配。
（2） 存在 X 的一个非空真子集 0A

,且
0 0( )A P A 。设G是G的这样一个

子图，它包含顶点集
0A
以及同

0A
中的顶点相邻接的顶点集

0( )P A  ，和连接这两

个顶点集中的顶点之全部边。由于
0A
的每一子集 A中的顶点同 0( )P A 中至少 A

个顶点相邻接，故由归纳假设，在图G
中存在

0A
到

0( )P A 内的一个完备匹配。
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设G
中包含顶点集

0X A
到

0( )Y P A
以及连接这两个子集中的顶点的边的子图，

可以断言，G
中有

0X A
到

0( )Y P A
内的完备匹配。如若不然，则由归纳假设，

存在
0X A 的一个子集

1A
，在图G中， 1A

中的顶点同
0( )Y P A 中少于

1A
个顶

点相邻接，这意味着，在图G中，子集 0 1A A 中的顶点同少于
0 1A A 个顶点

相邻接，这同假设“对 X 的每一个子集 A都有 ( )A P A ”相矛盾。因此，在图

G
中有

0X A
到

0( )Y P A
内的一个完备匹配。由此推知，在图G中有 X

到
Y
内

的一个完备匹配。证毕。
用反证法证明条件的充分性。
设G不存在完备匹配，则 1V

中
1 1V n 个结点不能与

2V
中

1n
个不同结点配对，

现在假设找到G的一个最大基数匹配 *M ，则中至少有一个结点不是 *M 饱和点
（否则 *M

就是完备匹配了），设这个结点为
0v
，我们从

0v
开始找出所有 *M

的

交替路，并把这些交替路上的结点集合记作 S， S中属于 1V
的结点集合记作

A
，

属于
2V
的结点集合记作

B
，即 S A B  ;

1A S V  ;
2B S V  如图所示。

根据交替路的性质可知，与 A中结点邻接的结点一定是 *M 饱和点，这些结
点一定都在从

0v
开始的 *M

交替路上，因此有

( )P A B  1

此外，
A
中除

0v
外，它

的每个结点都与 B中的结点
一一配对，因此有

1B A   2

由  1 和  2 可得

( ) 1P A A A  

与题设条件矛盾。得证。
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匹配的概念 (1)

      ,G V G E G M E G

M M G

M M

1  定义 设图 ，而 是 的一个

子集，如果 中的任两条边均不邻接，则称 是 的

一个匹配。 中的一条边的两个端点叫做在 下是配

对的。

M v M

v v M

   若匹配 中的某条边与定点 关联，则称 饱和顶

点 ，并称 是 饱和的。



  

匹配的概念 (2)
M G G

R M M

R R

M

   设 是图 的一个匹配，若 中存在一条基本路径

，路径的边是由属于 的匹配边和不属于 的非匹配

边交替出现组成，则称 为交替路。若 的两个端点都

是 的非饱和点，则称这条交替路为可增广路。

      

 

,G V G E G V G

X Y G M E G

X X Y

M

G





    设图 ， 被分成两个非空的

互补顶点子集 和 ，若图 的一个匹配 能饱

和 中的每个顶点，换言之， 中的全部顶点和 中的

一个子集的顶点之间确定一个一一对应关系，则称

是图 的一个完备匹配。



  

偶图的定义

 

1

2 1

2

1 2

1 2

( , )

( , ; )

G V E V V

V E V

V

G V V E

V V P V V V







2  定义 设图 ，若能把 分成两个集合 和

，使得 中的每条边的两个端点，一个在 中，另

一个在 中，这样的图称为偶图，也叫二分图，或

是二部图。偶图也可表示为 。

    对于顶点集 ，用 表示 中所有和 相

连的顶点的集合。

1G V

G2

3  定义 如果偶图 的互补结点子集 中的每一结点

V都与 中的所有结点邻接，则称 为完全偶图。



  

偶图的判定

0,0

G

G

1  定理 当且仅当无向图 的每一个回路的次数均

为偶数时， 才是一个偶图。如果无回路，相当于

任一回路的次数为 视为偶数。



  

偶图的最大匹配

 

 

 

(1)

(2)

{ },

(3)

(4)

{ }, { } (3)

, ( ) (2)

G M

X M M

X M u

S u T

P S T

y P S T

y M yz M

S S z T T y

R u y M M E R

 



 



 

 

 

从 中取一个初始匹配 。

顶 皆 为 中 边 的 端 点 ， 止 ， 即 为 完若 中的皆中的端点， 止， 即完

备 则 ， 取 中 不 与 中 边 关 联 的 顶 ， 记匹配； 否， 取 中不与 中关的，

。

若 ，止，无完备匹配，否则，取

。

若 是 中边的端点，设 ，令

， ； 否 ， 取可增广转 则

转 。路径 ， 令 ， 。

Edmonds 于 1965 年提出了解决偶图的最大匹配的匈牙利算
法：



  

偶图的最小覆盖问题

一般图的最小覆盖问题是一个已被证明的
NPC 问题。换一句话说，一般图的最小覆盖问
题，是没有有效算法的图论模型。所以，将一
个实际问题抽象成最小覆盖问题，是没有任何
意义和价值的。

但是，如果问题可以抽象成偶图的最小覆
盖问题，结局就不一样了。由于偶图的特殊性
，偶图的最小覆盖问题存在多项式算法。



  

最大匹配与最小覆盖的关系
在证明这个定理的过程中，要用到Hall婚姻定理：

 

1 2

1 1

G V V G

V S V

S P S





    设 是一个偶图，顶集划分成 和 ， 中存在

对于 的完备匹配的充要条件是，对于一切 ，

都有 。

1931 年 König 给出最大匹配与最小覆盖的关系定理如
下： * *

* *

G M K

M K

    在偶图 中，若 是最大匹配， 是最

小覆盖集，则 ＝ 。



  

偶图的最佳匹配问题

   

   
   

1 2 1 1 2

2 1 2

4 , ; , ,...,

, ,..., 0

n

n i j

G V V E V x x x

V y y y w x y M

M W M W M M

G

 

 

 

定义 是加权完全偶图， ，

，权 。如果有一完备匹配 ，

对所有完备匹配 ，都有 ，则称 为偶图

的最佳匹配。

由于引入了权，所以最佳匹配不能直接套用最大匹
配算法进行求解。同时，由于对最佳匹配的定义是建
立在完全加权偶图的基础上的，对于不完全图，可以
通过引入权为 0 （或是其他不影响最终结果的值），
使得偶图称为完全偶图，从而使用最佳匹配算法来解
决。



  

KM 算法前的准备
在介绍求最佳匹配的 KM 算法前，首先介绍一

些相关的概念：
 

       

        

1 25 :

| ,l

l l

l V G R x V y V

l x l y w xy l v G

E xy xy E G l x l y w xy

E G

    

 

   

定义 映射 满足 ， ，成立

，则称 是偶图 的可行顶标；令

“ ”称以 为边集的生成子图为 相等子图 ，记做 。

可以证明， Gl 的完备匹配即为 G 的最佳匹配。 
以此为基础， 1955 年 Kuhn ， 1957 年 Munkre

s 给出修改顶标的方法，使新的相等子图的最大匹配
逐渐扩大，最后出现相等子图的完备匹配。 这就是
KM 算法。



  

KM 算法

   

        

 

 

 

 

1

,

(1)

(2)

{ },

(3) , (4)

,

min ,

,

,

(4)

l

l

l

l lx S y T

l l

l G M

V M M

G M u S u T

P S T P S T

l v a v S

a l x l y w xy l v l v a v T

l v

l l G G

P S T y y M y

 



 

 

 


     



 



选 顶 标 ， 在 上 选 取 一 个 初 始 匹 配 。定初始可行， 在 上取一个初始匹配 。

若 中的顶皆为 中边的端点，止， 即为最佳匹配；

则 ， 取 中 不 与 中 边 关 联 的 顶 ， 记 。否， 取 中不与 中关的， 。

若 转 ；若 ，取

，

，

其它。

。

选 中的一点 ，若 是 中边的端点，且

 

{ }, { } (3)

, ( ) (2)
l

z M

S S z T T y G M

R u y M M E R



 

 

 

，

， ； 否 ， 取 中 可增广路则 转 则

径 ，令 ，转 。



  

一个例题

某公司有工作人员 x1,x2,…,xn ，他们去做工作 y1,y2,…,yn ，每个人都能做其中的几项工作，并且对每一项工作都有一个固定的效率。问能否找到一种合适的工作分配方案，使得总的效率最高。要求一个人只能参与一项工作，同时一项工作也必须由一个人独立完成。不要求所有的人都有工作。



  

一个实例

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5

X1 3 5 5 4 1

X2 2 2 0 2 2

X3 2 4 4 1 0

X4 0 1 1 0 0

X5 1 2 1 3 3

若工人 x
完全不能
参与工作
y ，则 w
(x,y)=0



  

流程 (1)
首先，选取可行顶标 l(v) 如下：

 

   

   

   

   

   

1

2

3

4

1

0, 1,2,3,4,5;

max 3,5,5,4,1 5,

max 2,2,0,2,2 2,

max 2,4,4,1,0 4,

max 0,1,1,0,0 1,

max 1,2,1,3,3 3

l y i

l x

l x

l x

l x

l x

 

 

 

 

 

 

构造 Gl ，并求其最大匹配：（其流程过长，此处
略）



  

流程 (2)
其最终得到的最大匹配如图所示：

1x 5x4x3x2x

1y 2y 3y 4y 5y

图中粗点划线构成最大匹配。 



  

流程 (3)
Gl 中无完备匹配，故修改顶标。 

   

      
4 4 3 1 3 2

,

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

, , , , ,

min 1

4, 2, 3, 0, 3;

0, 1, 1, 0, 0

l
x S y T

u x S x x x T y y

a l x l y w xy

x x x x x

y y y y y

 

  

   

    

    

由于 ， 所以

修改后的顶标为：



  

流程 (4)
根据新的顶标构造 Gl ，并求其上的一个完

全匹配如图所示： 

1x 5x4x3x2x

1y 2y 3y 4y 5y

图中粗点划线给出了一个最佳匹配，其最大权为 4＋
2＋ 4＋ 1＋ 3 ＝ 14 。题目完成。 



  

小结
偶图是一种特殊的图，所以它不但具备了信息量丰富这

个图模型共有的优点，同时它也具备了大量一般图所不具
备的内涵和算法优势。

偶图的结点分成两个部分，这就是它和自然界、数学界
的对应关系，或者说匹配关系有着深刻的联系。因此，匹
配的算法是所有偶图算法的核心。

如果能将实际问题，通过合理的抽象，变成两种事物之
间的矛盾，则这种问题就可以抽象成偶图的模型。所以，
偶图的模型有着广泛的应用。同时，偶图的算法有着高效
实用的特点，所以也使通过偶图模型解决问题成为可能。
综上所述，我认为，偶图是一种高效的，有着广泛使用

价值的模型。合理、有效的使用偶图模型，将大大提高编
程及解决现实生活中实际问题的能力。 



  

谢谢！


