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分治算法在树的路径问题中的应用 

【摘要】 

   树作为一类特殊的数据结构，在信息学中有着极为重要的作用，

各类关于树的题目在竞赛中更是屡见不鲜。本文选取了近几年出现的

关于树的路径的题目，并结合例题讲解了分治算法在此类问题上的应

用。 
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【序言】 

    树被定义为没有圈的连通图，具有以下几个性质： 

1. 在树中去掉一条边后所得的图是不连通的。 

2. 在树中添加一条边后所得的图一定存在圈。 

3. 树的每一对顶点 U 和 V 之间有且仅有一条路径。 

由于树具有一般图所没有的特点，因此在竞赛中有着更加广泛的

应用，尤其是关于树中路径的问题，即一类以路径为询问对象的题目，

更是频繁的出现在各种比赛中，每一个有志于 OI 及 ACM 的选手都

应该掌握这类问题的算法。 

    分治，指的是分而治之，即将一个问题分割成一些规模较小的相

互独立的子问题，以便各个击破。我们常见的是在一个线性结构上进

行分治，而在本文中我们将会讲解分治算法在树结构上的运用，称之

为树的分治算法。 

分治往往与高效联系在一起，而树的分治正是一种用来解决树的

路径问题的高效算法。 

下面让我们一起来感受树的分治算法的美妙吧。 
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【正文】 

一.树的分治算法 

下面给出树的分治算法的两个常见形式： 

基于点的分治： 

    首先选取一个点将无根树转为有根树，再递归处理每一颗以根结

点的儿子为根的子树。 

 

基于边的分治： 

    在树中选取一条边，将原树分成两棵不相交的树，递归处理。 
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效率分析： 

    首先我们考虑如何选取点（边）。对于基于点的分治，我们选取

一个点，要求将其删去后，结点最多的树的结点个数最小，这个点被

称为“树的重心”。而基于边的分治，我们选取的边要满足所分离出

来的两棵子树的结点个数尽量平均，这条边称为“中心边1”。而对于

这两个问题，都可以使用在树上的动态规划来解决，时间复杂度均为

)(NO ，其中N 为树的结点总数。 

    对于树的分治算法来说，递归的深度往往决定着算法效率的高

低，下面我们来分析上述两种方式的最坏递归深度。 

    定理 1：存在一个点使得分出的子树的结点个数均不大于 2/N  

证明： 

假设U 是树的重心，它与 VkVV 2,1 相邻，记 )(XSize 表示

以 X 为根的子树的结点个数。记V 为 VkV 1 中 Size值最大的点。 

我们采取反证法，即假设 2/)( NVSize  ，那么我们考虑如

果选取V 作为根结点的情况，记 )(' XSize 表示此时以 X 为根的子

树的结点个数。 

如下图，对于 A 部分，显然 )()(' VSizeTiSize  ，对于 B 部分，

Size(V)N/2  Size(V)-N(U)Size'  ，这与我们假设矛盾。 

定理得证。 

 

                                                        
1
 由于作者没有在有关文献中发现这条边的名称，暂且称之为中心边 
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    由定理 1 可得，在基于点的分治中每次我们都会将树的结点个数

减少一半，因此递归深度最坏是 )(log NO 的，在树是一条链的时候达

到上界。 

 

定理 2：如果一棵树中每个点的度均不大于D，那么存在一条边

使得分出的两棵子树的结点个数在 )]1/(*),1/([  DDNDN 。 )2( N  

证明：  

    不妨令 D 为所有点的度的最大值。 

    当 1D 时，命题显然。 

    当 1D 时，我们设最优方案为边 VU  ，且以 VU, 为根的两

棵子树的结点个数分别为 S 和 SN  ，不妨设 SNS  。 

设 X 为U 的儿子中以 X 为根的子树的结点个数最大的一个，

我们考虑另一种方案 UX  ，设除去边 UX  后以 X 为根的子树结

点个数为 P。显然 )1/()1(  DSP ，由于 SP  且边 VU  是最优

方 案 ， 所 以 SPN  ， 与 )1/()1(  DSP 联 立 可 得

DNDS /)1)1((  ，又 1 DN ，所以 )1/(*  DDNS 。 

证毕。 
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由定理 2 我们可以得到在D为常数时，基于边的分治递归最坏深

度为 )(log NO 。 

    但是在一般的题目中，D可能较大甚至达到 )(NO ，这时这个算

法的效率十分低，因此在本节中我们只考虑使用基于点的分治。 
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【例 1】树中点对统计
2
 

给定一棵 )100001( NN 个结点的带权树，定义 ),( vudist 为

vu, 两点间的最短路径长度，路径的长度定义为路径上所有边的权和。

再给定一个 )101( 9 KK ，如果对于不同的两个结点 ba, ，如果满

足 Kbadist ),( ，则称 ),( ba 为合法点对。 

求合法点对个数。 

 

算法分析 

    如果使用普通的 DFS 遍历，时间复杂度高达 )( 2NO ，而使用时

间复杂度为 )(NKO 的动态规划，更是无法在规定时限内出解的。 

我们知道一条路径要么过根结点，要么在一棵子树中，这启发了

我们可以使用分治算法。 

 

    路径在子树中的情况只需递归处理即可，下面我们来分析如何处

理路径过根结点的情况。 

                                                        
2 Poj1741， LTC_Man_Contest E.Tree 
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记 )(iDepth 表示点 i 到根结点的路径长度， XiBelong )(  ( X 为

根结点的某个儿子，且结点 i在以 X 为根的子树内)。那么我们要统计

的就是： 

满足 KjDepthiDepth  )()( 且 )()( jBelongiBelong  的 ),( ji 个

数 

=  满足 KjDepthiDepth  )()( 的 ),( ji 个数 

– 满足 KjDepthiDepth  )()( 且 )()( jBelongiBelong  的 ),( ji 个数 

而对于这两个部分，都是要求出满足 kAjAi  的 ),( ji 的对数。

将 A 排序后利用单调性我们很容易得出一个 )(NO 的算法，所以我们

可以用 )log( NNO 的时间来解决这个问题。 

综上，此题使用树的分治算法时间复杂度为 )log( 2 NNO 。 
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【例 2】Free Tour 2
3
 

    给定一棵含有N 个结点的带权树，其中结点分为两类，黑点和白

点。 

    要求找到一条路径，使得经过的黑点数不超过K 个，且路径长度

最大。 

数据范围： 

    200000N  

 

 

算法分析 

    由于 N 最大可以达到 200000 ，朴素的算法很难在给定的时限内

通过数据。但考虑到此题维护的对象是树的路径，我们尝试使用树的

分治来解决该题。 

    与上题相同，我们只需要考虑过根结点的路径，其余的递归处理

即可。 

    我们记 ),( jiG 表示从根的第 i个儿子到其子树中某点的最优路径

的长度，其中要求此路径上的黑点不超过 j 个。 

    我们记 )(iDep 表示根结点的第 i 个儿子到其子树内的点的路径上

最多的黑点个数。 

    那么我们可以得到当 )(iDepj  时， ))(,(),( iDepiGjiG  ，所以我

                                                        
3 Spoj 1825. Free tour II 
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们只需保留 )(iDepj  的部分，这样就可以用 DFS 在 )(NO 的时间内

算出 G。那么我们的目标就是求出 ]}2,[]1,[{ LvGLuGMax   其中

vu  ，且 ][21 RootisBlackKLL  。当 x 为黑点时， 1][ RootBlack ,

否则 0][ RootBlack 。 

    这个问题我们很容易用平衡树来做到 )log( NNO ，从而总复杂度

为 )log( 2 NNO 。这里值得注意的是 )log( NNKO  的方法是不能够使

用的，否则整个算法的时间复杂度将会变为 )log( 2 NNNKO  。 

    在这里我们介绍一个不需要高级数据结构的方法，可以发现

vu  可以变为 vu   

所以关键在于如何维护 )]}(2,[{ uvLvGMax  。假设我们已经得到

了 )1]}(2,[{ uvLvGMax ，我们考虑如何将前者与 ]1[ uG 合并来得

到 )]}(2,[{ uvLvGMax  。 

显然 ]}2,1[),]}(2,[{{)]}(2,[{ LuGuvLvGMaxMaxuvLvGMax   

    注意到我们并没有显式的计算出 ][uG ，而只是保留它的前若干

位，所以两个保留长度分别为 2,1 LenLen 的合并运算的时间复杂度为

})2,1{( LenLenMaxO 。 

我们记根结点的儿子个数为TotChild ，那么如果直接按上述方法

做的话， 总的计算次数为：  

)}2(),1({)1( DepDepMaxDep  )}()1({ TotChildDepDepMax  ，

最坏将会达到 )( 2NO ，幸运的是我们发现根结点的儿子顺序对答案是

不会有影响的。因此我们首先对根结点的儿子按 )(iDep 为关键字排

序，然后由 )(iDep 从小到大的顺序进行计算，这样我们的计算次数就
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变为了 NTotChildDepDep  )()1(  ，所以排序之后我们的时间复

杂度为 )(NO 。 

由于边的个数是 )(NO 的，所以在排序这个环节我们的总复杂度

不超过 )log( NNO ，所以整个算法的时间复杂度为 )log( NNO 。 
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【本节小结】 

在这一节中我们讲述的是树的分治算法在一类路径的计算和统

计问题的运用。树的分治算法之高效，我们可以从上面的两道例题就

可窥见一斑。 

在这一节中我们主要讲解的是如何使用基于点的分治解决题目，

而读者可以发现可以发现在基于点的分治中，子树的个数可能会较

多，这给我们的维护带来了困难。 

而在上面两道例题中如果使用基于边的分治的话，算法的分析将

会更加简单，这是因为基于边的分治则只需要维护两棵子树，这样看

来，基于边的分治在思考的复杂度上小于基于点的分治，这是基于边

的分治的一大优势。 

但是正如我们上面讲的，较大的最坏时间复杂度是基于边的分治

的致命伤，但这并不说明基于边的分治无用武之地，我们将在第三节

中探讨如何使基于边的分治的时间复杂度能够得到保证。 
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二．树的路径剖分算法： 

【例 3】Query On a Tree
4
 

有一棵包含N 个结点的树，每条边都有一个权值，要求模拟两种

操作： 

1)改变某条边的权值 

2)询问 VU, 之间的路径中权值最大的边。 

数据范围: 

  10000N  

算法分析 

    如果使用单纯的模拟，那么对于第二种操作，虽然期望复杂度是

)(log NO 的，但最坏复杂度将达到 )(NO 。在大量的询问下，这个算

法是无法在题目要求的时限内出解的，我们需要更好的算法。 

 

引入路径剖分 

    考虑到虽然这颗树的边权在不断改变着，但树的形态并未改变，

因此考虑将这棵树的路径进行剖分，这里介绍一种在实践中常用的剖

分方法： 

                                                        
4
 Spoj375，Qtree 
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轻重边路径剖分 

    我们将树中的边分为两类：轻边和重边。

 

记 )(USize 表示以U 为根的子树的结点个数，令V 为U 的儿子中

Size最大的一个，那么我们称边 ),( VU 为重边，其余边为轻边。 

显然轻重边路径剖分具有如下性质 

    性质 1： 

如果 ),( VU 为轻边，则 2/)()( USizeVSize   

    性质 2： 

从根到某一点的路径上轻边的个数不大于 )(log NO  

性质 3： 

   我们称某条路径为重路径，当且仅当它全部由重边组成。那

么对于每个点到根的路径上都不超过 )(log NO 条轻边和

)( lo gNO 条重路径。 
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现在我们回到原题，对树进行轻重边路径剖分。对于询问操作，

我们可以分别处理两个点到其最近公共祖先的路径。根据性质 3，路

径可以分解成最多 )(log NO 条轻边和 )(log NO 条重路径，那么只需考

虑如何维护这两种对象。 

对于轻边，我们直接处理即可。而对于重路径，我们只需用线段

树来维护。这个算法对于两种操作的时间复杂度分别为 )(log NO  ，

)(log 2 NO 5，可以在时限内通过本题的所有数据了。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                        
5
 存在比这个复杂度低且在实践中更快的算法，请参考文献[2] 
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【例 4】黑白树 
6
 

你拥有一棵有N 个结点白色的树——所有节点都是白色的。 

接下来，你需要处理C 条指令：  

     1.修改指令：改变一个给定结点的颜色（白变黑，黑变白）；  

2.查询指令：询问从结点 1到一个给定结点的路径上第一个

黑色结点编号。  

    数据范围: 

        1000000,1000000  CN  

 

算法分析 

初看此题，我们感觉不是很好下手，“到一个给定结点的路径上

第一个黑色结点编号”似乎也没有什么特殊的性质，也很难找到一个

数据组织方式能够直接维护，这使得我们陷入了僵局。 

由于本题中树的形态没有改变，且我们需要维护的对象是一个点

到根的路径，我们考虑使用路径剖分。 

与上面一题不同的是，上题我们需要维护的是若干边的最大值，

而这题我们需要的维护的对象变成了点。 

不过，我们仍然可以使用路径剖分，由路径的剖分方式可以知道

                                                        
6
 Astar2008 复赛第 3 题 
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每个点都属于且仅属于一条重路径，所以我们只需考虑重路径，不需

要考虑轻边，这样比起上一题来说需要考虑的对象变少了。而维护重

路径相当于解决线性结构上的问题，使用堆或线段树都可以达到目

的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【小结】 

    路径剖分的作用是使需要维护的对象从复杂的树型结构变为我

们熟悉的线性结构，从而轻松解决题目。 
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路径剖分与树的分治的联系： 

由于路径剖分与树的分治均可以解决树中路径的问题，我们不禁

疑问，它们是否有着千丝万缕的联系呢?答案是肯定的。 

我们首先画出一棵树及其剖分(如图(a))，我们似乎看不出有什么

特殊，我们不妨把它的样子稍加改变(如图(b))，按照点到根结点路径

上的轻边个数分层摆放。 

 

 

 

 

 

 

 

这时我们就能明显的看出路径剖分与树的分治两种算法其实有

着惊人的相似，我们上一节中介绍了分治的两种方式：删除一个点，

或一条边，而路径剖分相当于每次删除了一条链！所以路径剖分算法

可以看做是基于链的分治，而且这种分治还有一个特点，每次被删除

结点的儿子必将作为下一次删除的链的头结点。这样，就给我们的维

护带来了方便。而正如我们第一节中讲的，每个点到根结点路径上的

轻边个数是 )(log NO 的，这样算法的时间复杂度便有了保证。 

图(b) 

图(a) 
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【例 5】Query On a Tree Ⅳ
7
 

给定一棵包含N 个结点的树，每个节点要么是黑色，要么是白色。

要求模拟两种操作： 

1)改变某个结点的颜色。 

2)询问最远的两个黑色结点之间的距离。 

数据范围： 

        100000N  

        边权的绝对值不超过 1000 

 

算法分析 

    此题的出处为 ZJOI2007
8，虽然问题是一样的，但是不同的是此

题的边权可能为负。 

    原题的标准做法是利用括号序列的性质，但是括号序列是不能在

有负边权的树上使用的，因此我们必须另寻他法。 

注意两个结点的距离，就是路径的长度，我们试图使用路径剖分

来解决此题。 

一般来说路径剖分算法都是以点到根的路径作为维护对象，这道

题的算法似乎与路径剖分无关，但是只要我们想到分治算法的本质是

基于链的分治后，这题便可以迎刃而解。 

下面我们考虑如何计算路径的最高点在此条链中的最优值。 

                                                        
7 Spoj 2666. Query On a Tree Ⅳ 
8 ZJOI2007，Hide 
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对于一条链，记此链的结点个数为 N， )(2),( iDiD 为此链的第 i个

结点向下至某个黑色结点的路径中长度的最大值和次大值。(两条路

径仅在头结点处相交。如果至黑色结点的路径不存在，那么长度记为

 ) 

我们的目标就是要求出满足与此链的重合部分在  N,1 的路径的

最大长度。我们可以利用线段树来维护。 

对于一个区间 RL, ，我们记录 

)}(),({ iDiLDistMaxMaxL   

)},()({ RiDistiDMaxMaxR   

Opt =与此链的重合部分在  RL, 的路径的最大长度 

),( jiDist 表示链上的第 i个点到第 j 个点的距离。 

设区间  RL, 的结点编号为 P ， RcLc, 分别表示 P 的左右两个儿

子，区间  MidL, 和 RMid ,1 ，我们可以得到如下转移： 

   )}()1,(),({)( RcMaxLMidLDistLcMaxLMaxPMaxL   

)},()(),({)( RMidDistLcMaxRRcMaxRMaxPMaxR   

}
)1,()()(

),(),(
{)(




MidMidDistRcMaxLLcMaxR

RcOptLcOpt
MaxPOpt  

由于 ),1(),1(),( iDistjDistjiDist  ，所以 ),( jiDist 是可以 O(1)

算出的。 

对于边界情况 LL, ，设此区间的结点编号为P，此链的第L个结

点为 x ，那么 

)()( LDPMaxL   

)()( LDPMaxR   
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点 x 为黑色时， )}(2)(),({)( LDLDLDMaxPOpt  ， 

否则， )(2)()( LDLDPOpt   

问题就只剩下如何维护 D 和 D2 的值。 

我们记 CkC 1 表示 x 的 k 个儿子(不包括同层结点)， Li 表示Ci

所在的链的线段树根结点， )(pCost 表示 ),( px 的边权。那么点 x 向下

至某个黑色结点的路径的长度集合为： 

}0),()({ CiCostLiMaxL              x 为黑色结点 

)}()({ CiCostLiMaxL                x 为白色结点 

我们可以用堆来维护这个集合，这样 )(2),( xDxD 的获取就是

)1(O 的了。 

对于询问操作，我们可以用一个堆存贮每条链的最优值，这样我

们就可以做到每次询问的时间复杂度为 )1(O 。 

    对于修改操作，由于一个点只会影响 )(log NO 条链，每次都需要

更改堆中的值和线段树，所以每次修改的时间复杂度为 )(log 2 NO 。 

    值得一提的是，如果使用在下一节所讲的改变树的结构的方法，

整个程序的编程复杂度会更低。 
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【本节小结】 

通过对路径剖分更深一步的分析，我们发现了路径剖分算法可以

理解为基于链的分治，使一道看上去与路径剖分无关的题目顺利得到

解决。 
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三．树的分治的进一步探讨： 

 如何改进基于边的分治的时间复杂度 

  首先，我们试图改变选择边的标准，可惜这是改变不了算法的最

坏时间复杂度的，当树的形态类似与如图所示时，无论选择哪条边，

结果都是一样的。 

   

注意到算法的复杂度分析的决定性因素是每个点的度数，我们猜

想是否可以通过等价的转换，使原图转化成一个每个点的度数是常数

级别的新图呢？ 

我们再来回想例 5，它所关注的对象是两个黑点之间的距离，这

就提醒我们可以在不影响树中黑色结点之间的距离的前提下加入白

色结点！ 

经过尝试，我们可以利用如图的方式使原图得到等价的转化。 
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可以看到通过巧妙的对每个结点到其儿子的路径中加入了白色

结点，使之成为了类似线段树的结构，而长度为N 的线段树共有 N2

个结点，所以含有N 个结点的树转化后所得的新树最多包含 N2 个结

点。 

    而且这个转化给予了我们原树所没有的性质，那就是每个点的度

至多为 3！ 

幸运的是，这个改变树结构的方法是可以推广的。白色结点代表

的是不影响结果的中间结点，我们可以用这个方法来解决一般的问

题。 
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使用基于边的分治解决【例 2】 

    这是在第一节中出现的例题，当时我们使用基于点的分治解决了

此题，时间复杂度为 )log( NNO 。 

    使用基于边的分治与基于点的分治基本上是相同的，但与基于点

的分治所不同的是，基于边的分治只需要考虑两棵子树，所以设计算

法更为简单。此题使用基于边的分治，时间复杂度为 )log( NNO 。 
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使用基于边的分治解决【例 5】 

    基于边的分治将路径分成了两类，一类是属于某个子树，另一类

是经过中心边。前者我们可以通过递归，下面只考虑如何维护后者。 

    我们记点 x 到其根结点的距离为 )(xDep ，那么目标就转化为求

})()({ MidCostyDepxDepMax  ，其中 yx, 均为黑色结点，且属于不

同的子树。MidCost 表示中心边的权值。 

我们只需要使用两个堆来维护 )(xDep ，这样我们就可以用 )1(O

的时间得到答案。 

对于反色操作，由于每个点仅属于 )(log NO 棵树，所以时间复

杂度为 )(log 2 NO 。 

这样，我们就达到了与使用路径剖分同阶的时间复杂度。但算

法更为简单。 
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四．全文总结 

我们对前几节所讲的算法作一个简单的总结。 

在算法的常数方面，树的路径剖分算法是当中常数最小的算法，

基于点的分治其次，基于边的分治常数较大。 

在算法的应用范围方面，基于链的分治与基于点(边)的分治有所

不同。前者的特点在于每次被删除结点的儿子必将作为下一次删除的

链的头结点，这一点是基于点(边)的分治无法达到的。所以前者可以

用来维护路径上的点(边)，但如果维护的对象是路径的长度，后者的

能力更强。 

与基于点的分治比较，基于边的分治在设计高效算法的思考难度

上明显小于前者。 

这几个算法各有所长，需要我们根据具体情况，灵活运用，以最

佳的方式解决题目。 

    只要我们做到勤于思考，善于总结，我们就一定会更上一层楼！ 
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【附录】 

例 1 原题：http://acm.pku.edu.cn/JudgeOnline/problem?id=1741 

例 2 原题：http://www.spoj.pl/problems/FTOUR2/ 

例 3 原题：http://www.spoj.pl/problems/QTREE/ 

例 5 原题：http://www.spoj.pl/problems/QTREE4/ 

http://acm.pku.edu.cn/JudgeOnline/problem?id=1741
http://www.spoj.pl/problems/FTOUR2/
http://www.spoj.pl/problems/QTREE/
http://www.spoj.pl/problems/QTREE4/

