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áu�½ÌG�a.§�ÌGØ2´��G§
´��ä"�Ä��qÞ¤k

:é§2|^Trieä[1,13]�äiÎG´Ä��§E,Ý��
O(n3)§=B¦^i

ÎGMF�{[13]§�mE,Ý�kO(n2)§þÃ{ÏLdK"�ÄòK8?1=

z§Ï��k20��!:§Ø�±z��!:��©Oïá��Trieä§2ò¤

kTrieäÜ¿¤��§ù���Ñy3äþ�G�½¬Ñy3#�Trieä¥§Ì

GB´��Trieä"

�
)ûþ¡�¯K§�©JÑ
éU
£OTrieä¤k�M�(½k�

G�gÄÅ?1
c[©Û¿JÑ�«�E�{§Ì�©�Ê�Ü©µ1.ò�


Gþ�Vg½Â�
Trieäþ§¿�éTrieä��MgÄÅ?1
{ü0�¶

2.Ì�é�Mó�?1
©Û§¿�EÑ
Parentäù�(�¶3.y²
G�ê

´�5�§�`²
gÄÅ¥=£¼êoê�þ.¶4.�[£ã
���Trieä

�E�MgÄÅ��{§�#Nl��§§�E,Ý´�5�¶5.�ã
Trieä

�MgÄÅ��
$^§\r
é�MgÄÅ�n)"

2 Trieä��MgÄÅ

3�©¥§¤kiÎG¥�iÎ±9Trieä[1,13]>þ�iÎÑáu��k�

�iÎ8A§dù�iÎ8)¤�¤kiÎGP�A∗§���Gò�L«�ε§

Ø�¹�G�8ÜA+ = A∗ − {ε}§^|s|L«iÎGs�G�§si L«1i�iÎ§

^si, jL«diÎGs1i�Ú1 j��m�iÎ|¤�iÎG"^a · bL«iÎ
Ga, bÄ������iÎG£¦Ò�U�Ñ¤"

��Gs�¤k�M�µ

S (s) = {si,|s| | 1 ≤ i ≤ |s|}

-Minl(S ),Maxl(S )©O���iÎG8ÜS¥�á�Ú���G��Ý"

^TL«��Trieä§^Tx,Ty,Tz, . . .L«T¥���!:"-T¥,�!

:Tx�Ùfä¥,�!:Ty´»þ²L�>þ�i1^gë�å5|¤�

iÎG�Tx,y§e©¥¦^Tx,y3vkAÏ(²��¹eTy�½´Tx�fä¥�

!:"

-T���cM�µ

PTx = Troot,x (root is the root of T,Tx ∈ T )
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@oT�¤kfG�µ

F(T ) = {Tx,y | Tx,Ty ∈ T,Ty is in the subtree of Tx}

ÓnT�¤k�M�µ

S (T ) = {Tx,y | Tx,Ty ∈ T,Tyis a leaf node}

�Trieäïá�MgÄÅ§=ïá��k�G�gÄÅU
£O¤k

�S (T )§¿¦�U� �gÄÅ�G�êÚ=£ê"aq���Gïá�Mg

ÄÅ§·�½Â��G3Trieäþ�Ñy �µ

Right(s) = {Ty | Ty ∈ T,∃Tx ∈ T,Ty is in the subtree of Tx,Tx,y = s}

½Â�«�d'XRT£3vkÜÂ��ÿP�R¤§

aRb ⇐⇒ Right(a) = Right(b) (a, b ∈ A∗)

-R(s)L«�s�d�¤k�G§=���da"@o3gÄÅ¥��

G�ÒéAX���da"-dTï¤��MgÄÅ�Φ(T )§Φ(T )ε�ÙÐ

©G�§^Φ(T )s(s ∈ F(T ))L«Ö\s�¤?u�G�§@o=£¼ê�

½Â�Φ(T )s.a(a ∈ A, sa ∈ F(T ))§kΦ(T )s.a = Φ(T )sa(sa ∈ F(T ), a ∈ A)§Ó

nΦ(T )s1 .s2 = Φ(T )s1 s2(s1, s2, s1s2 ∈ F(T ))"�â½Â§kµ

Φ(T )a = Φ(T )b ⇐⇒ aRb (a, b ∈ F(T ))

¿�¡a´Φ(T )bù�G�éA�iÎG§@oΦ(T )béA�iÎG8ÜÒ

´R(b)"

Picture a.3ã¥¤«�trieä¥§bR�duab§ùÚ!:�¦��Right8Ü"
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�
©ÛÑ��(��G�ê£=F(T )¥R�da�êþ¤§·�I�é�

MgÄÅG��5�?1�
©Û"·�F"G�êU
¦�U��"

Ún2.1. -x, y, z, u ∈ F(T )§kµ

(i).xRy⇒ (x ∈ S (y) or y ∈ S (x))

(ii).x ∈ S (z)⇒ Right(z) ⊆ Right(x)

(iii).(x ∈ S (z), z ∈ S (u), xRu)⇒ zRuRx

y²µ (i) Ø�b�|x| ≤ |y|§qRight(x) = Right(y)§�Ä?¿��Tv ∈
Right(x)§kx ∈ S (PTv) and y ∈ S (PTv)§Ïdx ∈ S (y)"

(ii) ∀Tv ∈ Right(z)§kz ∈ S (PTv)§qx ∈ S (z)§Ïdx ∈ S (PTv)§ÏdTv ∈
Right(x)§�·K�y"

(iii) d(ii)§z ∈ S (u) ⇒ Right(u) ⊆ Right(z)§Ónx ∈ S (z) ⇒ Right(z) ⊆
Right(x)§qxRu§ÏdRight(z) = Right(u) = Right(x)=zRuRx"

þ¡��(i)Ó��`²
R�da¥�Ý�Ó�G7½��"

íØ2.2. éu���daR(a)§-x�R(a)¥�Ý���G§y�R(a)¥�Ý�á

�G§@okµ

R(a) = {z | z ∈ S (x) and |y| ≤ |z| ≤ |x|}

ù��±dÚn2.1�´íÑ"

3 �Mó�

3�Gïá�MgÄÅ��E�{¥§�Mó�å
'���^[7,6]§
�

���{�KMP�{[3]�©aq"
3�Trieïá�MgÄÅ�Ø��3�Mó

�§¿ò�EL§�U
£OA∗{PTx}�(½�{G�gÄÅ��E�{§�Ò
´·�Ù��ACgÄÅ[1]��E�{�a'"ÚACgÄÅ¥�fail¼êaq�§

·�½Â�Trieä�E��MgÄÅ¥�Mó�µ

�Mó�´��A∗ − {ε}�A∗�¼êsT£vkÜÂ��ÿP�s¤§L«µ

sT (x) = {z | z ∈ S (x), |z| = Minl(RT (x)) − 1}

=x��M¥Ø÷vxRT y����y"
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�Mó��U�Ï·�y²Φ(T )�G�ê´�5�§3d�c·�I�©

Ûs(x)���5�"

Ún3.1. éux, y ∈ F(T )§kµ

(i) xRy⇒ s(x) = s(y)

(ii) Right(x) ⊂ Right(s(x))

(iii) Minl(R(x)) − 1 = |s(x)| = Maxl(R(s(x)))

y²µ (i) Ø�b�|x| ≤ |y|"�â½Âk|s(x)| = Minl(R(x)) − 1, |s(y)| =

Minl(R(y)) − 1§qR(x) = R(y)§Ïdk|s(x)| = |s(y)| < |x| ≤ |y|"dÚn2.1(i)§

x ∈ S (y)§qs(x) ∈ S (x), s(y) ∈ S (y)§Ïds(x) = s(y)"

(ii) dÚn2.1(ii)§Right(x) ⊆ Right(s(x))§qxRs(x)�b§ÏdRight(x) ,

Right(s(x))§¤±�·K�y"

(iii) Ï�s(x) ∈ R(s(x))§ks(x) ≤ Maxl(R(s(x)))§Ø�-y�Ús(x)R�d¿

��Ý���G§@okRight(y) = Right(s(x))�s(x) ∈ S (y)"Ø�$^�y

{§b�|y| > |s(x)|§�Ä?¿��Tv ∈ Right(x)§d(ii)��Tv ∈ Right(s(x))§@

oTv ∈ Right(y)§ky ∈ S (PTv)¿�x ∈ S (PTv)"

e|y| > |x|§Kx ∈ S (y)§�âÚn2.1(ii)§³7kRight(s(x)) = Right(y) ⊆
Right(x)§�(ii) gñ¶e|y| ≤ |x|§Ï�xRyØ¤á§d�ks(x) = y§�|y| >
|s(x)|gñ§Ïd�·K�y"

dþ¡�(i)��§éu���daR(a)§¦���Mó���
�Ó�G§

Ïd·��±é�MgÄÅ�z�G��ïá�Mó�"Ø�-R(a)��Mó

���R(s(a))"d(ii)½(iii)��§ùò/¤��ä(�£XPicture c¤"Ø�¡

Ù�parentä[8]"Ï�k
ä(�§½ÂFa(Φ(T )s)�G�Φ(T )s��Mó�§@

oµ

Fa(Φ(T )a) = Φ(T )b ⇐⇒ s(a)Rb

Ún3.2. éux ∈ F(T )§?�Tv ∈ Right(x)"

e|PTv | > Maxl(R(x))§Ø�-a = PTv§@os(a|a|−Maxl(R(x)),|a|)Rx"

y²µ Ø�-b = a|a|−Maxl(R(x)),|a|§�â®���x ∈ S (b)§�âíØ2.2§

Ï�|b| > Maxl(R(x))§¤±not bRx§
|b2,|b|| = Maxl(R(x))Ïdkb2,|b|Rx§�

�not bRb2,|b|§�â�Mó�½Â��s(b) = b2,|b|§Ïds(b)Rx"
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Picture b.ã¥�äéA
Picture a¥�Trie�ïÑ��MgÄÅ�Parentä

4 �5�G�ê

3·����Gïá��MgÄÅ¥[7,6]§éxïá��MgÄÅ��

´O(|x|)�"·�F"éuTrieïÑ��MgÄÅ�G�5�´�5�"3½Â


�Mó��§·�I�éΦ(T )?1�c[�©Û"

Ún4.1. -x, y ∈ F(T )§kµ

(i) ∀y, not xRs(y)⇒ |Right(x)| = 1"

(ii) |Right(x)| = 1⇒ PTvRx (Right(x) = {Tv})
(iii) ∀Tv ∈ Right(x), not xRPTv ⇒ ∃u, v, s(u)Rs(v)Rx and not uRv

y²µ (i) �y{"Ø�b�Right(x) > 1§@o?�Tv1 ,Tv2 ∈ Right(x)§

-a = PTv1
, b = PTv2

§@ok|a|, |b| ≥ Maxl(R(x))£e|a| < Maxl(R(x))§KR(x)¥�

Ý�Maxl(R(x))�GØ�UÑy3Tv1§gñ¤§�|a|, |b|ØUÑ�uMaxl(R(x))"

ea < R(x)§K|a| > Maxl(R(x))§@oÚn3.2§ s(a|a|−Maxl(R(x)),|a|)Rx¶ea ∈
R(x)§qTv1 , Tv2§Ïda , b§q|b| ≥ Maxl(R(x))§@o��|b| > Maxl(R(x))

£ÄKüG¬��¤§Ón��s(b|b|−Maxl(R(x)),|b|)Rx"�·K�y"

(ii) ��x ∈ S (PTv)§@o|Right(PTv)| ≤ |Right(x)|§q|Right(x)| = 1§�

�Right(PTv) = {Tv} = Right(x)§=PTvRx"

(iii)d(ii)�_Ä·K�í�µ|Right(x)| , 1§@o|Right(x)| ≥ 2"�â®�

��∀Tv ∈ Right(x), |PTv | > Maxl(R(x))§¿�∃Tv1 ,Tv2§¦�PTv1
, PTv2

���ú�

�M�Ý�Maxl(R(x))"

b�@Tv1 ,Tv2§d®���PTv ,Tv ∈ Right(x)ù
G���ú��M��

Ý���Maxl(R(x))§
?¿ü�PTv�ú��MÑØ�Maxl(R(x))§q|PTv | >
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Ø© 6



�MgÄÅ3i;äþ�ÿÐ �H��â½är¥Æ 4ïÌ

Maxl(R(x))§Ïd¦����ú��M��Ý�½¬�uMaxl(R(x))§�âÚ

n2.1(ii)§��¦����ú��M�½�xR�d§
�Ýq�uMaxl(R(x))§

Ïdb�Ø¤á"=�½�3Tv1 ,Tv2§¦�PTv1
, PTv2

���ú��M�Ý

�Maxl(R(x))"

Ø�-a = (PTv1
)|PTv1

|−Maxl(R(x)),|PTv1
|§b = (PTv2

)|PTv2
|−Maxl(R(x)),|PTv2

|§kþ¡�(

Ø��a , b§Ïda < S (b)and b < S (a)§�âÚn2.1(i)��not aRb"�âÚ

n3.2��s(a)Rx, s(b)Rx§�d�·K�y§a, b=�¤¦�u, v"

k
±þ©Û§·��±éG�ê�5�?1O�
"

½n4.2. ���Trieäïá��MgÄÅ§ÙG�ê´�5�"

y²µ-Tv ∈ T"

�Äd�Mó��¤�Parentä§dÚn4.1(i)&(ii)��éu¤kParentä

þ��!:Φ(T )s�½�3PTvRs§dÚn4.1(iii)�í�?¿��G�Φ(T )s��

÷vé¤k�Tvþknot sRPTv§@oΦ(T )s�½kü�±þ�f!:"�Ò´

`Parentäþ�!:Ú�k1�f!:�!:þéAX,�PTv§Ù¦!:þk

ü�±þ�f!:"
Tv�êþ´|T |¿�Φ(T )1.PTv¤���G�´���"@

oParentäþ�!:Ú�k1�f!:�!:ê�ÚØ¬�L|T |§��ä�!:
ê�ÒØ¬�L2|T |§Ïd´�5�"

k
�5�G�ê§XJ=£¼ê£=>ê¤�oê�´�5�§@o·

�ÒUí���gÄÅ´�5�"�¯���§��iÎGïá�MgÄÅØ

Ó§�Trieä¤ïá��MgÄÅ=£¼ê�oêò´G�ê¦±iÎ8��?

O"e¡òy²Ø¬�Lù�êþ?¿��Ñ����ù�êþ?�Trieä��

E�{"

½n4.3. ���Trieäïá��MgÄÅ§Ù=£¼ê�þ.´ O((Trie�!:

ê) × (iÎ8��))�"

y²µØ�-Trieä�T"

d½n4.2§|Φ(T )|Ø¬�L2|T |§2�Äéuz��Φ(T )s§Ù=£¼ê�õ

k|A|�"Ïd=£¼ê�oêØ¬�L2|T | × |A|"·K�y"
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�E��Trieä¦�Ù�MgÄÅ=£¼ê5���þ."�ÄTrieäT§

w,éuA¥vkÑy3T�ä>þ�iÎ·�ØI�òÙ�Ä?5§@o|A| ≤
|T |"T¥��Ü©´�^�Ý�|T |/2�>þ�i1þ�Ó��i1�ó§�e�
:�Ü±üüØÓ�iÎë�ù^ó�����:"Ø�-ó�>þ�i1þ

�a§�e�:�ó�ë>þ�iÎ8Ü�B§@oaib ∈ S (T ) (0 ≤ i ≤ |T |/2, b ∈
B)§qw,knot aiRa j (i , j)§Ïdéuz��Φ(T )ai§¤k�b ∈ BÑ´Ù��

=£¼ê§ÏdΦ(T )�=£¼êoê��
|T |/2 × |B|�Ò´|T |/2 × |A|/2§Ú½
n4.3¥�þ.´Ó��5�"

Picture c.��U¦=£¼êoê��þ.�~f

�,�Trieïá�MgÄÅ�=£ê¿Ø´�5�§�´3�õêK8±9

¢S¯K¥iÎ8ÑØ¬é�§��iÎ8Ñ´��=©i1½öC.Ëêi§

3iÎ8´~ê��¹eÙ=£êE´�5�§EØ����k��?nTrieä

k'iÎG¯K��{"

5 �E�{

3�Gïá�MgÄÅ��{[7,8]¥§·�¦^�´��3��Oþ�

{§=3ïáÐs��MgÄÅþïáÑsa(a ∈ A)��MgÄÅ§@oØ�3
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�Trieïá�L§¥��Ä3��Oþ�{"k
þ¡éG�êÚ=£ê�©

Û§·����E�{�E,Ýe.´|T | · |A|"
-TrieäT3!:Tx\\��iÎ�a�>ë�f!:Ty���#�Trieä

´T N§s = PTx"�ÄΦ(T N)3Φ(T )�Ä:þk=
I�?U�/�"

·�kéG�ê?1©Û"

5.1 G��Cz

éu?Ûs ∈ F(T )§Ï�sUYò��U´T����M§Ïd�½�

3Φ(T )sù�G�"��éus < F(T )§sò�Ø�U��T��M§Ïd�½Ø

�3Φ(T )sù�G�"

XJ���da3\\Ty��vkUC§@o¦�éA��MgÄÅþ�

G��Ø¬UC§kΦ(T N)s = Φ(T )s"

Case 1µXJTx®²�3���f¦�Ù�Tx�ë>þ�iÎ�a§@o·

�ØI�éΦ(T )?1?Û?U"

Case 2µ XJsa ∈ F(T )§@okΦ(T )s.a = Φ(T )sa§·��UrRT (sa)©¤

ü��da"

�ÄXJx, y ∈ F(T ), xRT Ny§@oXJx, y�RightT N8Ü¥Ó�ÑyTyÒ�

àíØ§Ïd�½kxRT y"�Ò´`∀xRT N sa, yRT N sa§þkxRT y§=�saRT N�

d���Ñ´Ó��RT�daRT (sa)¥�"�∀x ∈ RT (sa), xRT N sa�§d�Ø

¬k#�G�Ñy"�∃x ∈ RT (sa), not xRT N sa�§I�rRT (sa)©¤ü��d

a§�a�saRT N�d§�aØ�Ù�d=�£XJØ�saRT N�d§@o¦�

�RightT N8Ü¥�½Ø�3Ty§=RightT NÚ�5�8ÜRightT��¤"

Ø��Äü�#G���Mó�"

-u, v ∈ F(T ), uRT N sa, not vRT N sa�uRT sa, vRT sa§@o3Ty\\�§uò�

©?1�a§vK´1�a"Ï�sa = PTy§qkuRT N sa§��|u| ≤ |sa|£X
J|u| > |sa|KuØ�UÑy3Ty§uRT N sa�ÒØ¤á
¤§Ïdéu?¿x ∈
S (u)�Right8Ü¥Ñ#\\
Ty§Ù�Mó�Ø¬UC§sT N(u) = sT (u)"2�

Äv��¹§vRT sa%not vRT N sa§�ÄRightT (sa) → RightT N(sa)�õÑ
Ty§@

o7,kTy < RightT N(v)§�âÚn2.1(i)§�í�sa ∈ S (v)§é¤kx ∈ S (v), |x| >
|sa|�Gx§Ï�vRT sa§�âíØ2.2§xRT v§q¦��Right8Ü3\\Tyc�v

kCz£RightT (x) = RightT N(x),RightT (v) = RightT N(v)¤§ÏdvRT N x§d�ÒU
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�Ñ(ØµsT N(v) = sa"

Picture d.�Picture a¥�Trieïá��MgÄÅ

Picture e. Picture f.

Picture g.

Picture e&f&g.©O��Picture a�Trieä\\��!:�Trie§#Trieä�Parentä9�
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MgÄÅ"ùÚ�!:�#\\Trie�!:§£Ú�!:Ú>L«ParentäÚ�MgÄ

Å�Cz"

Q,®²��sa¤á��daRT N(sa)§@osa�¤k�M®²3ù�c\

\�R(sT N(sa)),R(s2
T N(sa)), . . .¥�
§
@
G�¿Ø¬UC§ÏdØI�2�

Ä"

Case 3µXJsa < F(T )§·�ò#ï���daRT N(sa)§Ï�Ñy
#�

�M§Ïdk���da�U©�"

k��'�w,�(ØµsT N(sa)�uS (sa)¥��Ñy3F(T )¥����

G"y²�'�{ü§ex ∈ S (sa), x < F(T )§@ox�¬3Ty?Ñy§
sa½�

¬3TyÑy§=Right(sa) = Right(x) = {Ty}§=xRsa¶ex ∈ S (sa)&x ∈ F(T )§@

o|Right(x)|³7�u1§=not xRsa"

ù�(Øò�·���EL§�5éõ�B"∀y ∈ S (sa), y < S (sT N(sa))ò

|¤��#�RT N�da§·��Ù3gÄÅ¥#ï��G�§éuy ∈
S (sT N(sa))§�Ò´�e�@
G§·��±òsT N(sa)w�sa�\Case 2£�

,Case 2¥k|^�sa = PTy�5�§�sT N���¹
4��5�§Ïd

Ø¬E¤�Ø¤§@o¤kGÑé�¤á�G�"y3�¯KÒ´No

¦sT N(sa)
"�âþ¡�(Ø§·��ésa¥3F(T )Ñy���g����

M§Ø�ké�Φ(T )s§@o·�I�é�s¥����M¦�3Ù��VþaE

,Ñy3Φ(T )¥§ù�ÿÒ�±¦^·��=£¼ê
"�âíØ2.2§·�

�I3Φ(T )s,Φ(T )sT (s),Φ(T )s2
T (s), . . .¥é�1���3a=£�G�Φ(T )si

T (s)§@

osi
T (s)a=�sa¥���Ñy2g��M§=sT N(sa) = si

T (s)a"

lþ¡n«�¹�©Û�±uy§�Trieþ#O
��iÎG��õ�¬õ

Ñ2�§ù�y²
ÙG�´�5�§Ó��?Ø
��Mó��5�Cz"�

·�¿vk?Ø=£¼ê�?U�¹§�e5òé=£¼ê�?U�¹?1©

Û"

5.2 =£¼ê�Cz

3Case 2¥§XJvkG�#ïÒ�½Ø¬k=£¼ê�Cz"ÄK�5�

�daRT (sa)ò¬
¤RT N(sa)ÚRT N(v)§�Ä¦��=£¼ê§Ï�\\�Ty´

�!:§¤±Ø¬é�k�=£¼ê�)K�§Φ(T N)vÚΦ(T N)sa�=£¼ê
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Ø© 11



�MgÄÅ3i;äþ�ÿÐ �H��â½är¥Æ 4ïÌ

ÑÚΦ(T )sa���§ò¦�E�L5=�"du�c��daRT saíØ@o�

U�3Φ(T )x.a = Φ(T )sa�G�§ù
G��=£¼ê�½I�?U"�âCase

2¥�©Û§3#ï�ü�G�Φ(T N)uÚΦ(T N)v¥§kFa(Φ(T N)v) = Φ(T N)u§


¤±ù
Φ(T )x.a = Φ(T )sa�G�§�oΦ(T N)x.a = Φ(T N)u§�oΦ(T N)x.a =

Φ(T N)v§dCase 3§=¤kΦ(T )s,Φ(T )sT (s),Φ(T )s2
T (s), . . .��Φ(T )si

T (s).a , Φ(T )saù


G��a=£�½þ�Φ(T N)u§Ón��Ù¦Φ(T )x.a = Φ(T )sa�G�#

�a=£Ñ¬�Φ(T N)v"Ï�Ù¦�=£·�éJ��é�äN�G�´

�o§·��3Φ(T N)v = Φ(T )sa§#ï��G��LΦ(T N)u§�å?U¤

kΦ(T )s,Φ(T )sT (s),Φ(T )s2
T (s), . . .��Φ(T )si

T (s).a , Φ(T )saù
G��a=£"dí

Ø2.2ÚÚn2.1�í�§si
T (s)a = sT (sa)"

3Case 3¥§#ï
��G�RT N(sa)§Ù{Ü©ÚCase 2��"Ï�Ty´

�!:§Ïd#ï�G��=£¼ê�½��"du#ï
��G�§�U

kΦ(T )s�G�#O\
=£�>§dCase 3�©Û§·��I�òΦ(T )si
T (s) (i ≥

0, sT N(sa) , si
T (s)a)ù
G��=£¼ê#O=£a��Φ(T N)sa=�"

5.3 �E�{E,Ý©Û

ÚGaq§���E�{´��3��Oþ�{§éuT§¦��1gê

´|T |g"zg�¬#Oü�G�§ùp�E,Ý´O(|T |)"z�#O�G��
�Mó��¬?U�g§ùÜ©�´O(|T |)�"�Ä=£¼ê��¹§3Case

2¥�U�3��=£¼ê�E�§��G��=£¼ê�õ|A|�§Ïdù�Ú
´O(|T ||A|)�§'�E,�´·��å?UÙ¦=£¼ê��mE,Ý§�±y
²¦��mE,ÝØ�L3trieä¥�!:�Ý�Ú"Ø�-T¥�!:�Ý�

Ú�G(T )"

y²�g´aq³U©Û"Ø�-Dep(s), s ∈ F(T )L«!:Φ(T )s3Parentä

¥��Ý§�ÄΦ(T N)sÚΦ(T N)sa3Parentä¥���´»§�âÚn2.1(ii)§X

J�3R(ba)Ò�½�3R(b)§ÏdDep(sa) ≤ Dep(s) + 1"-c = s§·�3�

å?U��ÿ¬Øä�4c = s(c)§Ó�?Uc�=£¼ê§Ó�Dep(c)¬~1"

�Φ(T )c.aù�=£�3�§Dep(c) ≥ Dep(s(sa))§Ï�R(s(sa))ù�G�¬�


¤ü�§Ïd�k�Uck�UUY3Parentäþ þaÓ�?UΦ(T N)c.a§�

�Ø3 þ�§kΦ(T N)c.a = Fa(Φ(T N)s(sa)) = Fa(Fa(Φ(T N)sa))§ÏdDep(sa) ≤
Dep(s) + 3¿�z�g?U�½¬E¤�Ý�~�§�±òDep(s)w��cG�
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�³U¼ê§Ø��Äéuz�T¥��!:§üÕ��gl��T:��\�

{§�g�\äþ�´»§z�g�\ö�Dep(s)�õO\3§z�g�å?U

=£¼êDep(s)¬~�1§@o·��å?U=£¼ê�gê¢Sþ´�Ý?O

�§ò¤k�!:éA�ö�gê\å5ÒU��þ¡�(Ø"

þ¡ù�E,Ý¿Ø`D§�3��E�E,Ý´�±��ù�?O�"

��Picture h"

Picture h.XJUì!:�?Ò^S?1\\§E,Ý¬��O(G(T))"

�vk�¦3��§·��±UìFIFOS§=°Ý`k|¢^SòTrieþ

�!:\\"ù�3J. A. Blumer�[9,10]�Ñ�éuG��E�{E,Ý�y²

Ó��éTrieä·^"�k�½�fG|Ü¬¦·�I��å?U=£¼ê[6]§

ùJ«·�ù�Ü©�E,ÝØ¬�LO(|T |)"
nþ¤ã§XJ�¦3�§@o�E�{�E,Ýò´O(G(T )))§XJ#

Nl�§·��±UìFIFOS�E����E,Ý´O(|T ||A|)��{§ù®²´
·��E,Ýe.
"

6 $^

6.1 ZJOI 2015Ã ñ�����

ù�K�K¡®²Ñy3có�¥§ùpÒØ2Kã
"
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K¡®²�·�=z�µÚO��Trieäkõ���ØÓ�fG"|^þ¡

0���Trieäïá�MgÄÅ��{§·��±����U
£O��Trieä

¤k�M�gÄÅ"
Trieä���fG7½´,��M�cM§ùÚ�Gïá

�MgÄÅkX�Ó�5�"Ón·��±���a'§éu��G�Φ(T )s§

§�L���ØÓ�fGê�|R(s)|§@o·�ò¤kG��|R(s)|\å5ÒU�
��Y
"

�,�k,�«)û�Y§3ïáÑgÄÅ�§·���ÚOkõ�ØÓ

�GØ¬�gÄÅáý§ùÒ��uÚOØÓ�fG�ê§��dulgÄÅ

Ð©G�m©kõ�«ØÓ�=£´»¦��3§rgÄÅw¤��k�Ã�

ã§3þ¡?1{üÄ�5yÒU�Ñ�Y"

�âþ¡�E,Ý©Û§ÁK¥¿vk�¦3�§Ïd·��±æ^l�

�E�{§E,Ý�O(n|A|)"¢SþÏ��!:oê´~êù�^��~r§
�±y²Uìþ¡��E�{�EÑ5�MgÄÅ��mE,Ý´O(n)�§Ï

�·��±ò��z��füÕ
¤iÎG§���G�E,Ý©Û��[7]§

Ï���©SNØ�'§Ïd�Ñ�[y²L§"

�d·��÷)û
có¥�¯K"

dù�ÁK*Ðm§·��±��éu�Ü©�±^�MgÄÅ?n�i

ÎG¯Kþ�±ÿÐ�Trieþ§'X¦Trieä�1k�fG§õ�Trieä���ú

�fG§¦Ì�G3Trieäþ�Ñygê��§�k�
GþéN´?n�í2

�TrieþÒC�E,�K8§'X`¦kõ���ØÓ�G�cM´�½�G§

ù
¯KÑ�±3�Trieä�ïÑ�MgÄÅ�)û"

6.2 �ACgÄÅ

·�ÙG�iÎG�{µACgÄÅ§¦òn�Gïá¤Trieä��2ïá

Ðfail��§,��±£OéuÑ\�Gz��ªG�Ñygê"·��±^

�Trieïá�MgÄÅ5�Où�^{µòn�Gïá¤Trie��2�ù�Trieä

ïá�MgÄÅ§·�3Ö\£OG��ÿ§XJ�cG�Φ(T )sØ�3=£a§

@o·�a�Fa(Φ(T )s)UY?1£O§w,ù�a��gêØ¬�L£OG

�"

�ÄE,Ý§·�^n�GïáÑ5�Trieä�T§ÙG(T )�½Ø¬�Ln�

G�oG�§�Ò´`E,ÝØ¬�uACgÄÅ�E,Ý"�·���E�{

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
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´���±´3��{§
ACgÄÅ��E�{�U´l��"

6.3 Parentä

Picture h.òPicture b>þ�iÎÖ�"

ù¢Sþ´ò¤kTrieä¥�cM�=L52�¤��Trieä§aqiÎG

��Mä"·��z�G�Φ(T )s3parentä¥��füS§=éuFa(Φ(T )x) =

Φ(T )s�Φ(T )xUìx|x|−Maxl(R(s))���üS§·�ò����Trieä�cMê|

£=Uì¤kcM�=L5üS¤"·�I��Φ(T )s�o��Tv ∈ Right(s)§�Ü

äþ�O·�ÒU¯�é�x|x|−Maxl(R(s))
"

k
ù�5�§·��±¯�é�3�c£OG�c\þ��iÎa ∈ A§

ATéA�G� �"=b��c uG�Φ(T )s§·�3ÙParentä�f!:

¥�©�éÑΦ(T )as§½ö�äÑΦ(T )as = Φ(T )s"

7 ��

a�är¥Æ¯$uP��Ï±53ÆS)¹þ���Ú'%"

a�I1é·�����"

a�är¥ÆÁ�¬§�(²P����"

a�CCFJø��6²�ÚÅ¬"

a�I[8Ôè�ö�"�GÑ"

a��u�Æ��`§þ°�Ï�Æ���Æ�é·��Ï"

a�är¥Æ
½©§²��§4ê¤ÓÆ��©"v"

a�¤ké·kL�Ï�ÓÆ"
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f!éuªg�3&EÆ¿m¥�A^

�,½1�¥Æ ?�³

Á �

éuª�{´Äu²��O��{§��uDÚ��`z�{§éuª 

 ÏLã+°(5½­½5±���Ý�J,"�©Áã�Ñéuª�{3&

EÆ¿m¥�?�Ú½Â§¿&?�
~^�éuª�{Ú�
¯K�.§Ù

¥�)�«��d"Bä�O(|S | |V |2)�Cq)�{§¿y²
T�{�±�

�2(1 − 1
lea f )Cq"

1 Úó

éuª�{´�éu�`z�{JÑ��a�{§´Äu�*½²��E

��{§8�´3��É��m!�mm�e��¯K����`)"ù�V

g�~°�§�õêéuª�{Ñ�©E,§¿ØU��A^�OI¿m¥"

)öé�
éuª�{?1{zÚU?§¦ÙU
·^uOI¿m"¿é

uOI¿m¥�éuª�{§?�Ú�Ñ
½Âµ

• ±�*aÉ��âé�{?1N�`z§ã+�{�­½5���ÝJ,��{"

• ±�*aÉ��â���E�`)§ã+�{��(5�¤¯�¦)��{"

3�
~^�{¥��¹Xéuªg�§ù
�{²L`z��,vkü

$��E,Ý§�´�{�ÇÑk
ÊH�J,§'Xµ

• k-d tree�C:�Î"

• è�`z�Bellman-Ford�{£S PFA�{¤9Ù�%`z"

• �[ò»�{!¢D�{�dg,�Æû)����Å|¢�{"

�©òén�éuª�{?1&?µ
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• A*�{9ÙC«§|^A*�{�±�ïåCqz�{Ú�`z¦)�xù"

• È���d©a§ò�*�äÚêÆí��(Ü�VÇ©a�{"

• éuªÜ¿§�«{ü�Ü¿a¯K`z�{"

Ø
@^®k�²;�.§3éõ�ÿ��±gCXÃ�Oéuª�{§

�©Ñ¤
�þ�Ì0�
ü�²;¯K�éuª�{µ

• 8Ü��þ©¯K(2-partition problem)§�Ñ
���(Çép�Cqz�{§Ù�O

6§�±�±é&"

• d"Bä¯K(steiner tree problem)§Ñ¤
���Ì0�§�Ñ
��Cq �§Ý�

�O�p��{§ÏL(ÜA*�{�.?�Ú�Ñ
k�d"BäCq)�p��{"

é�©�z�Ü©§�öÑ�Ñ
~K§F"Uå��<Ú���^"

2 A*�{

3�
¯K¥§éJé�k��õ�ªE,Ý�{§�Uæ�|¢üÑ§

�¯K�G�êþ  �~�õ"ù�=��Ä�O�d¼ê?1}{§�©

�e5ò�Ñ�
|^�dJp�{�Ç��{"

2.1 éuª|¢

��cG��s§�G�s�¢S�d�g(s)§lG�s�8IG���d

�h(s)§¢S�`�d�h∗(s)"

� f (s) = g(s) + h(s)§�±|^ù��d§zgÀ� f (s)�`1�G�*Ð§

¿�â�d�5�?1}{"

2.2 h(s) = h∗(s)

��d¼ê�±O(�Ñ°(��d�§zgÀ� f (s)�`�G�*Ð§ò

�±¯����`)"

3���`)��§UY*Ð�e�G�ò�±?�Ú��k`)§�;�


õ{G��O�"éu){���zÚAÏ¯K�?�Ú`z�ë�|»å

�20148ÔèØ©"

1�©%@¯K���z�d"
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2.3 h(s)[h∗(s)

k�ÿ�
�BO�§¬��K8¥��
��5?1��§����

/`0u�`)�oÑ)"

ù��dU
JøO(�}{�â§~�|¢G����"

2.3.1 éuªS�\�

éuªS�\��{£IDA*¤´A*�{���C«§(Ü
S�\�g�

Ú�d¼ê§3�
G�þ�!�;(J�¯K¥�±�þ!��mI¦§Ö

��è��\{'"

3È��S�\��{¥§zg¬ÀJ�½�Ú�?1|¢§3|¢L§

¥|^|¢�Ý��?1}{"

3éuªS�\��{¥§ÏLO��d5?1}{"duh(s) ≤ h∗(s)§

O��}KG����g(s) + h(s)�±�Oe���U��Y��§~��½Ú

�S��Ã^O�"

2.3.2 ~K�

~1 (UVa 10181 15-Puzzle Problem).
�Êêè¯K´lêè¯K���*Ð§34 ∗ 4���¥k15��?Ò�

fÚ����f§zg�±r��fo±����f£Ä���f �"

�¦3��Úê£Ä�8IG�§êâ�yØ
Ã)�¹ÑU345ÚSé

�)"

éuÃ)��äI�éêè¯K?1?�Ú©Û§�©Ø��\?Ø"

êè¯K�±�O�«é{ü��d§¦Ñ¤k���f�8I ��ù

Mîål�Ú��h(s)§��u�Ñ
�UÚ��f�����§��Ñ
��

ö�é,���f�K�"
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du�Ñ
�
��§¤±h(s) ≤ h∗(s)§éu�y45ÚSÑ)�êâ}{

�JÚS�gê�`z�JÑ´Ø��"

2.4 Anytime algorithm

�¡�¥ä�{(interruptible algorithm)"

¿Ø´¤k¯KÑN´é�p���d�ª§k�ÿ�Ué�Y?1oÑ

�O§Ã{��h(s) ≤ h∗(s)§�ÒÃ{k� �|¢��"3ù«�¹e§T

¯KK  ±J��YK��ªÑy§�±À^ÅÚC`��{§3'm�m

S¦�U/���`�)"

2.4.1 ~K�

~2 (CTSC 2009 Day2 N2êèiZ).
N2êèiZdN2 − 1�w¬Ú����|¤§8I´ÏLþe�m£Ä�

�¦�N2 − 1�w¬ü¤,�«A½�^S"

J��YKa.§3 ≤ N ≤ 6§�10|êâ2

���~ 1§ù�K�êâ���
Nõ§�´���éA�TK�Ø2

�¦ÑÑ°()§��U3'm�N��mS���`)Ò�±¼��*�©

ê"

��@^~ 1¥��d^IDA*|¢§�±3á�mS��Ù¥5�ÿÁ:

��`)§�´ù��dO�Ñ��Ú°(��Y�´�3é���å�§é

u�e�ÿÁ:ÒÃU�å
"

k��{ü�)û�{§���d¼ê�h(s)§��#��dh2(s) = ch(s)§

Ù¥c���~ê§�âäNÿÁ:N�"

Úh(s)�'§h2(s)U��C/�Oý¢Úê§�ÄòÙ@^3A*�{þ"

�´A*�{�S�m��~�§ù�´3~ 1¥ØÀ^A*��Ï"

éuJ��YK§�±æ^�«ò¥�Ãã§��3�d�Ð��Ü©G

�§zgÀJ�ZG�*Ð§XJ#G��;ØeÒ�ï���G�"duT

¯K�){�Yéõ§¤±�ï�
/�0�G�é�ª�Y�K�Ø�§Ø


��AÏ:Ñ�±¼�9 ∼ 10©"

2äN©Ùµ1|N = 3§4|N = 4§4|N = 5§1|N = 6"
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3 éuªÜ¿

éuªÜ¿´��{ü�Ü¿üÑ§�±k�`zÜ¿�{��Ç"

3.1 êâ(��éuªÜ¿

b�kü�êâ(�I�Ü¿§ùü�êâ(�A!B�o���êþ©O

�aÚb£a ≤ b¤§·�ÀJrêâ(�A¥�o�¤k&EüÕ
Ñ§Å��\

�êâ(�B¥"

½n3.1. �²LeZgÜ¿ö����
����êþ�n�êâ(�§@oé

uªÜ¿üÑ¤E¤��\ö�gê´O(n log n)�"

Proof. éêâ(�¥�o�z���üÕ�Ä§�������\�,�

�êâ(�¥�§§¤3êâ(�¥�o���þ��C��5�2�§²

LO(log n)g�\ö��§Ò7½®3�ª�êâ(�¥
" �

éuªÜ¿üÑ�±�¤�
(�E,�êâ(��Ü¿§��±{üÿ

Ð�Ù¦êâ8�Ü¿¥"

3.1.1 ~Kn

~3 (HNOI2009 ��Ù¶).
n�Ù¶{¤�1§?1mgö�"

zgò,�ôÚ�Ù¶�ÜC¤,�«ôÚ�§,�2Î¯�c��kõ

�ãôÚ"

êâ��µn ≤ 105

�±^óL½vector�êâ(��oz«ôÚ�Ù¶§?U��å
)��

�óL½vector§Å�?UO��z"

�â½n 3.1§?UgêkO(n log n)�y§�å�o=�"

3.1.2 ~Ko

~4 (BZOJ3510 ÄÑ).
�o��n�:�Ü�§�n«ö�µ
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• ë�:uÚ:v§�yë��E�Ü�"

• Î¯:u¤3ä�­%£ekü�:���­%§ÀJ?Ò���¤"

• Î¯¤kä­%?Ò�É½Ú"

k�Ä���äO\���f!:§­%�¬ #�f!:���£Ä§

��õ£Ä�g"

�ë�ü�ä�§�±r:ê���ä�å
©§±�f!:�/ª\\§

Ó��o­%"�â½n 3.1§\\�f�gêkO(n log n)�y§�I,�o�

�êâ(�^u�ä­%´Ä£Ä"

3.2 ¿�8�U�Ü¿

U�Ü¿´��¢^�¿�8�o�ª§zgÀJr��8Ü�����

�8Ü��e§�â½n 3.1´�äp�O(log n)"äN¢y�§��±���

oä�ÝU�Ü¿"

U�Ü¿�±3Ø?1´»Ø ��¹e�y¿�8�ä�Ý§3�
¯

K¥�±;�´»Ø ��&E"�"

3.2.1 ~KÊ

~5 (NOIP2013 À�$Ñ).
kn�¢½§?Ò1 ∼ n§¢½�mkm^V��´§z�^�´é�ýÑk

­þ��zi§{¡�­"

y3kqýÀ�3$ÑÀÔ§iÅ����zý�3Ø�L�ý�­��¹

e§�õU$õ­�ÀÔ"

êâ��µn ≤ 10000§m ≤ 50000§q ≤ 30000§zi ≤ 100000

�Ä^kruskal¦Ñ��)¤ä§��)¤äþ�´»���Ò´ùü�:

ëÏ��°�­§�±^�O¦)§�mE,ÝO(m log m + q log n)"

XJ^U�Ü¿�O´»Ø §�±P¹¿�8¥z�:Ú§I�ëÏ�

�>��­§´»���E�±L«ü�:ëÏ��°�­"�å¦)��m

E,Ý�O(m log m + q log n)§'c��{{'éõ"
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du=z��¯KE´´»���§¤±E,�±æ^�O§Î¯Ü©n

Øþ�±��O(q log log n)"eÀ^�5�üS�{§¿é¿�8?1´»Ø 

£EU��{ë>¤§�mE,ÝnØþ�±��O(z + mα(n) + q log log n)"

4 Ä�¯K�ÅìÆS

�·����
Ä��©a¯K�§�*�aú¿ØUJøO(��ä�

â§ù��±�Ä��æ^ÅìÆS�O<ó*	"

�©�e5òÏL��GCJK§{ü0��«¢^�©a�{"

4.1 È���d

4.1.1 ��dúª

�P(A | B)L«¯�B®²(½u)�cJe§¯�Au)�VÇ§P(A∩B)L

«¯�ABÑu)�VÇ"

½n4.1 (��dúª).
P(A | B) =

P(B | A)P(A)
P(B)

Proof.

P(A ∩ B) = P(A)P(B | A) = P(B)P(A | B)

£��=����dúª" �

4.1.2 È���ä

�S��©a¯�§AÚB��ÀJ�©a"

eP(A | S ) > P(B | S )§K@�SáuAa§ÄKáuBa"

�k�õ�©a�§KÀJVÇ�p���"

4.1.3 È��b½

��©a¯�S = {S 1, S 2, ..., S m}§S i�A�á5"
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b½ù
A�á5´�pÕá�§�±��

P(A | S ) ≈
m∏

i=1

P(A | S i)

ÏL'�ù�CqO��VÇ5?1©a"

P(A | S i)�O��±ÏL�ÅÄ�½�OÙ¦�{5�¤"

4.2 ~K8

~6 (GCJ Round 1A 2014 Proper Shuffle).
kü«)¤ü���ª§¿�Ñ120��Ý�1000�ü�§z�ü�Ñ´d

ùü��{��)¤�§�ù
ü�Ñ´Õá)¤�"

y3�¦£Où
ü�´d=��{)¤�§é120�ü�¥�109�9±

þÑÑ�()K�½�AC"

ü«�{�6§Xeµ

Algorithm 1 GOOD
for k = 0 to n − 1 do

ak = k

end for
for k = 0 to n − 1 do

p = random int(k..n − 1)

swap(ak, ap)

end for

Algorithm 2 BAD
for k = 0 to n − 1 do

ak = k

end for
for k = 0 to n − 1 do

p = random int(0..n − 1)

swap(ak, ap)

end for

Ù¥GOOD�{�±�VÇ/)¤ü�§
BAD�{KØ1"
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4.2.1 {ü©Û

éuGOOD�{§�¤1k ����§1k þÑy?Ûê�VÇþ� 1
n§

������ÑØ¬K�ù� "

é�BAD�{§�ûü1k ����§ swap(ak, ap)�p < k§ù��k

3ap��Ò����
�p� þ§¿�d�¬�����p� þ§ù¬é

§Ñy3z þ�VÇ�)�©�K�"

4.2.2 �«{ü�A��ä

�S´Ñ\�ü�§ f (S )�ü�S¥S i ≤ i� �ê§GCJ�Contest Analy-

sis¥�Ñ
±eÚOêâµ

ÏL�½K��ä�±��90%±þ��(Ç"

4.2.3 È���d©a

�S´Ñ\�ü�§·���¦ÑP(GOOD|S )§@o�â½n 4.1´�

P(GOOD | S ) =
P(S | GOOD)P(GOOD)

P(S )

=
P(S | GOOD)P(GOOD)

P(S | GOOD)P(GOOD) + P(S | BAD)P(BAD)

Ï�P(GOOD) = P(BAD)§¤±ªf�±{z

P(GOOD | S ) =
P(S | GOOD)

P(S | GOOD) + P(S | BAD)

Ó���±��

P(BAD | S ) =
P(S | BAD)

P(S | GOOD) + P(S | BAD)
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bXP(GOOD | S ) > P(BAD | S )§@oSdGOOD�{)¤�VÇ��"N

´uyP(GOOD | S ) > P(BAD | S )�^�´P(S | GOOD) > P(S | BAD)"

duGOOD�{U�VÇ)¤¤kü�§¤±

P(S | GOOD) =
1
n!

�´P(S | BAD)�O�KéJ�¤§u´ÀJCqz?nµ

P(S | BAD) ≈
n−1∏

k=0

P(S k | BAD)

�
¦'�VÇ��\ú²§·�éU°(O��GOOD�{�?1�Ó

�Cqz?nµ

P(S | GOOD) ≈ 1
nn

�Pk[i][ j]�BAD�{�¤
kg���S i = j�VÇ§@oN´�O�

�O(n3)�DPO�Pn[i][ j]��§�Ò��
¤I�P(S k | BAD)��"

O�ÑP(S | BAD)��P(S | GOOD)'�=�3"

5 ��þ©¯K

~7. �S���dn����¤�õ�8Ü(multiset)§ f (S )�S 8Ü¥¤k��

�Ú"ò8ÜSy©�ü�8ÜS 1!S 2§¦S 1 + S 2 = S§¦| f (S 1) − f (S 2)|���
�§¿¦Ñy©�Y"

5.1 {üÞ~

�S = {3, 1, 1, 2, 2, 1}§e¡Jøü«Ü{�y©�Y¦� f (S 1) = f (S 2) = 5§

| f (S 1) − f (S 2)| = 0µ

• S 1 = {1, 1, 1, 2} S 2 = {2, 3}

• S 1 = {3, 1, 1} S 2 = {2, 2, 1}
3��O�P(S | BAD)�9p°Ý$�§�±�ÄO�P(S | BAD)nn�1.0'�"du²L
C

qz?n§¤±��±^Ù¦K��O1.0"
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5.2 �«Ä�5y�{

�±�O��Ä�5y§aq��¯K§� f [i][ j] L«¦^
ci���§

f (S 1) = j��Y´Ä�1§�mE,Ý�O(n f (S ))"

�8ÜS¥���Ñé��§ù(¢´��é`D��{§�ùÙ¢´��

�õ�ªE,Ý�{(pseudo-polynomial time algorithm)"

5.3 �«{ü��%g�

�·�<�ù�¯K�§éN´�)ù���{µr��Ö\�§�gr

z����\�cÚ���8Ü¥"

�
¦ü�8Ü���Åì%C§¤±r��ü¤üS?n§�mE,

ÝO(n log n)"

ù��{�g´�©g,§
��J�Ø�§�´²Lc[©Û�¬uy

´�3²w¦É�"

5.4 �©�{

�©�{´éc�!¥J���%�{�U?§g´�é{'§Cq)�

Jk
é��`z"

5.4.1 Ä�g�

c[�Äc��{§T�%�{�6§Xeãµ

�Äé�{?1?U§�·�rü�êX!Y��ØÓ8Ü�§é�Y�)

K��Ü©�küê�����§��u��
��#ê|X − Y |§Xã:
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éu#���ù�ê§E�±r§����ÊÏ�êw�§UY?1��

{"

­#£�c�!��%�{§�Äz�gûü��G�"�#�\���

�X§®�¤ûü�������©��Y"r#���\��8Üù�ö�§

��urX ÚYO��|X − Y |§
·��Où��{�Ð©´`k?n����
�§¤±�gûü´Ø`�"

5.4.2 �{6§

�â�©g�§�±�Ñ��#��{§I�^�æÚ¿�84�o"

• r8ÜS¥�¤k���\æ¥§¿�8¥z���´��Õá8Ü"

• læ¥�Ñ���ü���§��X!Y§éA¿�8¥�8ÜS X!S Y"

ù��Ñûü§r|X − Y |�\æ¥§¿�8¥Ü¿8ÜS X!S Y§ë>�ë

����1�>"

• �æ¥��e�����§?\e�Ú§ÄK­Ec�Ú"

• �¿�8ä(���3S 18Ü§Ù§���â��´»�Ý�Ûó5�ä

¤38Ü£ó→ S 1§Û→ S 2¤"

4ùp�¿�8¢y�±3´»Ø ��ÿ�o´»�Ý�Ûó5§½ö��À^U�Ü¿

�yO(log n)äp"
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5.4.3 Cq�J

ù��{��mE,Ý�O(n log n)§´�~p��§¤±Ì�I�'5§

�Ñ�)´Ä
`"

�nØLu��§'Xb�n ≥ 1000§éu�Å)¤�ê8S (S i ∈ [0, 231))§

T�{U±�C100% �VÇy©Ñ8ÜS 1!S 2¦�| f (S 1) − f (S 2)| ≤ 1§�Ò

´ f (S )´Ûê�| f (S 1) − f (S 2)| = 1§ f (S )´óê�| f (S 1) − f (S 2)| = 0"�±wÑ

ù��{��(Ç´��p�"

3n����ÿ�±|^T�{�O�d¼ê§?1éuª|¢5¼��`

�)"

5.5 ~Kl

~8 (POI2013 Polarization).
�Ñ��n�:�ä§räþ�z^>½��ü�>"e:u�±��:v§

K¡(u, v)�Ü{:é"¦Ñ¤k½��Y¥Ü{:éêþ����Ú���"

êâ��µn ≤ 250000

5.5.1 ¯K=z

ä�±L«��©ã§¤±����½�n − 1"

éu���§�`)�½´�3��:u¦��e�:�o�3§�u�´

»§�o�3u�§�´»"?�Ú©Û´�u�½À�3ä�­% �"

±u��y©ÑeZfä§�e�¯KÒ´rù
fäy©¤ü�8Ü¦Ù

���¦È��"

5.5.2 DÚ�`z�{

5¿�ùp f (S ) = n§¤±`ØÓ���«ê�kO(
√

n)«§=z�õ­�

�¯K"

õ­��´²;¯K§ùpØ�[0�"

�mE,ÝO(n
√

n)"
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5.5.3 Cqz�{

bX��¦^�©�{O�)§U
ÏL80%�êâ§Ì��Ï3u��

��ê���§Cq)� �Ç��"

�±½��K�§�fä�ê�uù�K��§æ^�å���{"

²Lù��©��ò�±ÏL�ÜPOI(�êâ§�mE,ÝO(n log n)"

3DÚ�`z�{$1�ÇûÐ�¿ØJ�¦^Cqz�{§ùp�´�


`²�©�{U
�Ñé`�Cq)"

6 ��d"Bä¯K

~9. �Ñ�Ü��Ã�ãG = (V, E)±9��8ÜS§VL«ãG�:8§EL«

ãG�>8§S´V���f8"¦��ëÏãT = (VT , ET )§÷vS ⊆ VT ⊆ V§

ET ⊆ E§|ET | = |VT | − 1§¿¦�>8ET���Ú��"

6.1 �«�`z�{

��d"Bäk²;�G�Ø �{§=z��á´¯K�.§äN�ë

�ñ+��20148ÔèØ©"

�mE,ÝO(|V | 3|S | + |E| 2|S |)§ù´��é`D��{§�´U·^�êâ
��é�"

6.2 �«{ü��%g�

k��{ü��%µé�ã¦����)¤ä§2GØ��)¤äþõ{

�>§=3ØK�:8SëÏ5�cJe¦�U/í>"

ù��{�3é��¦É§Xeãµ

A
1

x 1 x B
1

x 2 x C

1

3 x+1 4 x+1 5

�V = {A, B,C, 1, 2, 3, 4, 5}§S = {A, B,C}§x ≥ 2§��æ^þã�%���
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)Xeãµ

A x 1 x B x 2 x C

3 4 5

N´uy�`)A�eãµ

A
1

1 B
1

2 C

1

3 x+1 4 x+1 5

6.3 éuª�{

�âþ¡@�~f§�±é�{?1�
�é5�U?"

6.3.1 ?�Ú©Û

3ù�~f¥§b��À:1Ú:2�±��eãµ

A
1

2x B
1

2x C

1

3 x+1 4 x+1 5

éùÜã���)¤ä®²�±���`)§�´�
¦¯K���z§

�Är�e��S8!:�lãþ�Ø"

A

x+2

2x B
1

2x C

x+2

4

bXr:4�lãþ�Ø§Ò��eãµ

A 2x
x+3 B 2x

x+3 C

N´uy��¯K§ü^��x + 3�>k�§¤±3���Ñ�)¤ä¥

�Ø�­EÚO�>"
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�
ò�{���z§�±�Ñ�Ü��ãG′§ãG′¥��38ÜS¥�

:§>���ã¥��á´�Ý"

A x+3

2x+6

B

x+3

C

6.3.2 �{6§

²L?�Ú�n��±��Xe�{µ

• d�ãG = (V, E)�E��ãG1 = (S , E1)§E1>��G¥�á´�Ý"

• ��G1���)¤äT1£XJkõ)K�¿ÀJ��¤"

• �EG���fãG2 = (V2, E2)§Ù¥V2 = V§E2�T1¥�>3G¥�´»

£XJkõ^�á´K�¿ÀJ�^¤"

• ��G2���)¤äT2£XJkõ)K�¿ÀJ��¤"

• 3T2¥�KÃ^�>§¦�¤k�f!:Ñ´8ÜS¥�:§��d"B

äT"

©Û�{z�Ú��mE,Ýµ

• �E��ãG1I��¤|S |gü
�á´§E,ÝO(|S | |V |2)5"

• ¦��)¤äT1§��ã¨À^Prim�{§E,ÝO(|S |2)"

• �EãG2§z^>¤éA��á´�U¬²LO(|V |)�:§�´¤k´»
>ê�\´O(|V |)�"

• ¦��)¤äT2§E,ÝO(|V |2)½O(|V | log |V |)"

• í�Ã^>§E,ÝO(|V |)"

�±wÑù��{�$1�Ç´�©p��§
ÙCqz�J��©`D§

e©ò�ÑéÙCq)��éþ.y²"

5�±À^p���á´�{?�Ú`zE,Ý"
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6.3.3 Cq�J

�DT�þã�{���d"BäT�>�Ú§DMIN���d"BäTMIN�

>�Ú§e©ò©Û�Ñ DT
DMIN
�þ."

Ún6.1. éu��km(m ≥ 1)^>�äT§�±3äþé����§u0, u1, u2, ... , u2m§

Ù¥u0 = u2m§z�:ui(0 ≤ i ≤ 2m)Ñ´T¥���!:§:é(ui−1, ui)(1 ≤ i ≤
2m)3T¥k>§�ù��÷v±e5�µ

• T¥�z^>3�¥�ÐÑyüg"

• T¥�z��f!:3�¥�Ñy�g£Ø�Äu0¤"

• b�uiÚu j(0 < i < j)´T¥�ü��f!:§�Ø�3�f!:uk(i < k <

j)§@oui, ui+1, ... , u j ´T þ��^{ü´»"

Proof. À½��:���!:�§éäT?1î.H{����î.H{S6÷

vþã5�"

a
1

�

?

12 13
�

_
16

b
2

�

@

9 10
�

^
11

h

14
�

^
15

c
3

�

@

4
5
�

O

6
7

�

^
8

g i

d e f

�

½n6.1. �lea f���d"BäTMIN¥�!:��ê§K

DT

DMIN
≤ 2

(
1 − 1

lea f

)
≤ 2

(
1 − 1
|S |

)

6rÃ�>À�ü^�����k�>�§±��å:�î.£´"
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Proof.

Ï�lea f ≤ |S |§¤±w,2
(
1 − 1

lea f

)
≤ 2

(
1 − 1

|S |
)
"

�âÚn 6.1§�±3TMIN¥éÑ���L§��L�>�Ú�DL§KDL =

2DMIN"

3�LþÀJ����^�f!:m�{ü´»í��§���^´»P§

�´»P�>�Ú�DP§K´�DP ≤
(
1 − 1

lea f

)
DL§=DP ≤ 2

(
1 − 1

lea f

)
DMIN"

duT¥ü:mÑÀ�
�á´»§¤±DT ≤ DP§=DT ≤ 2
(
1 − 1

lea f

)
DMIN"

�

½n6.2. �lea f���d"BäTMIN¥�!:��ê§3lea f ≥ 2�§���¹

e
DT

DMIN
= 2

(
1 − 1

lea f

)

Proof.

�±ù��EãG = (V, E)§V = {v1, v2, ... , vlea f +1}§S = {v1, v2, ... , vlea f }§>
8½ÂXeµ

d(vi, v j) =



2 i + 1 = j and i < lea f

1 i ≤ lea f and j = lea f + 1

∞ otherwise

Xeã§V = {A, 1, 2, 3, 4, 5}§S = {1, 2, 3, 4, 5}µ

A
1

1
1

1
1

1 2 2 2 3 2 4 2 5

3���¹e§T��¤¬´ù�µ

A

1 2 2 2 3 2 4 2 5
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,
§TMIN��¤´ù�µ

A
1

1
1

1
1

1 2 3 4 5

éuù��E�ã§'���
þ�

DT

DMIN
=

2(lea f − 1)
lea f

= 2
(
1 − 1

lea f

)

�

6.4 ~K�

~10 (20158ÔèpÿMarketing network).
�ÑãG = (V, E)§¦ck�)¤Ü�§�¦A½:8S3)¤Ü�¥ëÏ"

êâ��µ|V |, k ≤ 50§|E| ≤ 100§|S | ≤ 15§ã�>!>�±9:8Sþ�

Å)¤"

6.4.1 �`z�{

éu1k`)¯K§�±^A*�{¦)"

�±^z^>´ÄÀ�5£ãG�§|¢�(½e�^>´ÄÀ�"

À^d"Bä�G�Ø �{�±��h(s) = h∗(s)§zgÀJ�`G�*

Ð§du�¦�´)¤Ü�§¤±zO(n)gk�ûüÒUé����c�`)§

¦ck`)�I�?1O(kn)g�dO�"

ù��{U
�y�(5ÚE,Ý§��Ç�$§¿ØU�?TKêâ�

�"

6.4.2 Cqz�{

UY÷^A*g�§À^c©�éuª�{���d§�Ø3�´h(s) ≥
h∗(s)§�,U�OÑe.§�´ØUk�}{"

�Ä?1Cqz?n§À½��~êc§rch(s)��h∗(s)�e.ë�§}�

�dØ`�G�§ÏLN�~êc�±²ï$1�ÇÚ�(5"
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7 a�

a�O�Å�¬JøÆSÚ�6�²�"

a��,�¥��ÜåP�!ÂðuP�!
ù�P�!i1�P�õc

5���'%Ú��"

a�I[8Ôè�ö{�(Ú�NÞ���"

a��u�Æ�|»å!Â÷u!ÛÛ�Æ�é·��Ï"

a��,�¥�Üð$!��Ó!_�pÓÆé·��ÏÚéu"

a�Ù¦é·kL�ÏÚéu�P�ÚÓÆ"

ë�©z

[1] Wikipedia, Heuristic (computer science).

[2] Wikipedia, Partition problem.

[3] Wikipedia, Steiner tree problem.

[4] L Kou, G Markowsky, L Berman, “A fast algorithm for Steiner trees”, Acta Infor-

matica.

[5] ñ+�,S�¦)�|ì))SPFA�{�`z�A^, 20098ÔèØ©"

[6] ±
?,f!�d¼ê3&EÆ¿m¥�A^, 20098ÔèØ©"

[7] |»å,Ïé1k`)�A«�{, 20148ÔèØ©"
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f!iÎG���A«�{

�,½1�¥Æ ��Ó

Á �

iÎG��¯K´&EÆ¿m¥�²;¯K"�©éuùa¯K�){?

1
©a8B"�©k{�o(
�
~^�(�Ú�{§,�X­0�
�

�#L�iÎG��(� Border Tree§¿íÑ
�aiÎG��¯K�Ï^)

{"�©¥z«�{ÚE|Ñk~K§BuÖön)�©Û"

1 Úó

iÎG��¯K²~A^u©�?6¥"y3?u�êâ���·�§3

Nõ+�¥I�)û�
ö�õ�!êâþ��¯K"&EÆ¿m¥iÎG�

�¯KB´ùa¯K��.§�©ò¬éùa¯K��
){?10�"

3�©�1�!¥§�
��£ã��B§ò¬é�
iÎG�½Â?1

£�"

,��©¬é�
(�Ú�{?1{�o("�©¥rù
(�Ú�{©

�
üaµcMa){Ú�Ma){"

3�©1n!¥�öò0��
cMa(�Ú�{µTrie§KMP§ACgÄ

Å"1o!¥¬0��
�Ma(�µ�Mä!�Mê|!�Ml<ÝÚ�M

gÄÅ"1Ê!¥�öò¬0���#L�(�µBorder Tree§¿?1�[©

Û"18!¥�öò¬Äu1Ê!¥� Border TreeíÑ�aiÎG��¯K�

Ï^){"

Ù¥1n!Ú1o!¥�SN'�Ê9§k
�{±c�I[8ÔèØ©

®k0�§¤±�ö�éÙ?1{�o(§¿éu�
²;�¯K?1©Û?

Ø"

�ö¬éu1Ê!Ú18!s�þ�Ì0�"Ù¥ Border Tree´'�#L

�(�§�ö¬JÑ�aA^�<Ú�§k,��Öö�±UYïÄ"
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2 ½Â

�
��£ã��B§k�ÑXe½Âµ

½Â 2.1 (fG§cM§�M§Border§LBorder).
����Ý� n�iÎG s = s1s2s3...sn"

éu 1 ≤ i ≤ j ≤ n§¡ sisi+1si+2...s j � s���fG§P¤ s[i : j]"AO/§

XJ i > j§K s[i : j]L«�G§P� ∅§�G�´ s���fG"

éu 1 ≤ i ≤ n§¡ s[i : n]� s����M§P¤ su f [i]¶¡ s[1 : i]� s�

��cM§P¤ pre[i]"

éu 1 ≤ i < n§XJ s[1 : i] = s[n − i + 1 : n]§K¡ s[1 : i] � s ���

Border§AO/§�G ∅ �¡�´�� Border¶3 s � Border ¥§¡���

Border� s� LBorder"

·�q¡ pre[i]� LBorder� LBorderi"

½Â 2.2 (±ÏG§Ä§±Ï��Ý).
����Ý� n�iÎG s = s1s2s3...sn"

XJG s� LBorder�Ý� L§r s[L + 1 : n]¡�´ s�Ä"

XJ 2L ≥ n§@o sG�¡�´±ÏG"

XJ sG´±ÏG§@o¡ sG�Ä��Ý´±Ï��Ý"

½Â 2.3 (­EG).
XJ,�G t´d��G s­E k (k > 1)g����§@o¡ t´­EG§

P� sk"

w,§­EG´�aAÏ�±ÏG"

3 cMa){

3&EÆ¿m�iÎG��){¥§k�
(�Ú�{´�âp�/|^

cM�&E5¢yéiÎG¯���"3�©¥§·�¡ùa){�cMa)

{"3�!¥§�©¬0� 3«cMa){9ÙC«"

3.1 Trie

Tire´��üc�éä§3e©¥·�¡��i1ä"
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i1ä´U|±éõ���G?1�éÚ���êâ(�"'ui1ä�

½ÂÚ�E�{���ÁL	 2004c�8ÔèØ©½Âu( 2009c�8Ôè

Ø©"

i1ä´��k�ä§z^ä>L«��iÎ§rl��: i´»þ�>

UH{^Sü�§U�¤��G si"¤±§·�¡i1äþz�:ÑL«��

G si§Ù¥�L«�G� ∅"
Ï~/§éuõ���G��§¬rz���G\?i1ä¥§�âi1

ä�½Â§�±uyz���G�cMÑU�i1ä¥��:L«"@o§Ò

�±|^ä�5�p�/)û�
iÎG��¯K
"'X§¯�/O�ü�

��G���ú�cM��"

�e5§4·�ÏL��~f�Ð/n)i1ä"

3.1.1 ~K

~ 1 (USACO 2012 Dec gold 2 First).
�Ñ n�d��i1|¤�iÎG§1 i�GL«� si"

y3§26���i1�i;^S?¿§¯z�G´ÄU3,«i;^S¥

¤�i;S���G"

iÎG�yØ­E"

êâ��µ1 ≤ n ≤ 30000, 1 ≤iÎGo�Ý ≤ 300000

��µ1s

éudK§�±krù n�Gïi1ä"éu1 i�G§�i1ä¥: jL

«�G� si"XJ�¦�1 i�G3,«i;^S¥i;S��§@oÄk�

÷v3ù n�G¥vk��O�G� si �cM§Ùg�¦3��: j�´»þ§

z��iÎÑ�'Ó��Ù¦iÎ�i;^S�"

@oéuz�G§�±rù
��<Ñ5§,��äù
��´Ä¬gñ"

äN¢y��ÿ§�±r��w�´k�>§,��äùÜk�ã´Ä¬k

�"

dK��mE,Ý� O(262n + 26 ×iÎGo�Ý)"
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3.2 KMP

&EÆ¿m¥¬Ñy�ªGÚÌG���¯K"3�åiÎG��L§¥§

¬l1� m©��§XJ��K��e��iÎ§��ÑyØ����¹"

d�<�¬{ü�¿ïc¡���&E§,�±ÌG�e� Ú�ªG�1�

 m©­#��§Ì�?1§��ÌG(å§½öÑy����¹"ù«{ü

/¿ïc¡���&E��{§E¤
4��L¤Ú$e����Ç"

�±¦^ KMP�{5\��ªG�ÌG����Ý§KMP�{äN�ë

�ÁL	 2004c�8ÔèØ©"

e¡�Ñ�ªGz� ���ê|�½Âµ

½Â 3.1 (��ê|).
����Ý� n��ªG s = s1s2s3...sn"

- next[i] = |LBorderi|§¿¡ nextê|� s���ê|"

KMP�{�Ø%g�Ò´k3�ªG¥ý?nÑ��ê|",�éuÌG

�â�ªG���ê|§O�Ñ±z� (å�õU��ªG����Ý"Ù

¥ KMP�{��mE,Ý��5"

3.2.1 KMPgÄÅ

�ïÑ nextê|�§�±uyXJr next[i]� ië>�§�ÜãÒ�¤


�� n + 1�:�ä"Ù¥§0Ò:��§iÒ:L«� pre[i]"l��: i´»

þ�:Ñ� a[1 : i]� Border"u´§Ò�±�âù�äïÑz�:�=£ê

|§L«z�G�\��iÎ/¤�#G�õU���ªGA "3G���§

Ò�±�â=£ê|?1¯�O�
"·�rþã(�¡�´ KMPgÄÅ"

KMPgÄÅ�äNä�/��±�ã 1 (ã¡31 51�)"

3.2.2 ~K

~ 2 (NOI 2014ÄÔ	).
k T |êâ§z|êâ�Ñ���Ý� n��ªG s = s1s2s3...sn"

3 s[1 : i]��� Border¥§÷v 2|Border| ≤ i� BorderêþP� num[i]"

�¦¦Ñ numê|"

êâ��µ1 ≤ T ≤ 5, 1 ≤ n ≤ 1000000
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�m��µ1s

�«)ûdK�{Ò´§kïÑ nextê|�§2�â nextê|§ïÑ KMP

gÄÅ¥�ä"éuz�:§·��I�����ù�:�´»þkõ�IÒ

Ø�L�c:IÒ���:"duIÒ´üN�§¤±���©ÒÐ
"qd

uï nextê|��m´�5�"@odKo���mE,Ý� O(Tn log n)"

3.3 ACgÄÅ

ACgÄÅ�±w¤´ÏL TireÚ KMPgÄÅ�p(Ü���#(�"�

ï AC gÄÅ´éuõ��ªGkï Tire§,�� KMPgÄÅ��ïÑ next

ê|5�ïäÚ=£ê|"ØLù� nextê|´�éõ�G�§ØÓu KMP

gÄÅ� nextê|"·�¡3 AC gÄÅ¥§� KMPgÄÅ@�^ nextê|

�¤�ä� f ailä"�±uy3 f ailä¥§z�: iÑUL«��G vi"
�

éu: ifä¥�:§z�:L«�GÑk vi ù�cM"u´§�â f ailä·

�Ò�±�Ñz�:�=£ê|"3G���§Ò�±ÏL=£ê|?1¯�

��"

ACgÄÅäN5�Ú�E�ë�ÁL	 2004c�8ÔèØ©"

Xd§ACgÄÅÒ(Ü
 TireÚ KMPgÄÅ�5�§U)û�E,�õ

�ªG���¯K"

�e5§�©�Ñ��~K4Öö�Ð/n) ACgÄÅ"

3.3.1 ~K

~ 3 (Coci 2015 Divljak).
�m©�Ñ n�iÎGµs1, s2, s3, ..., sn"k��iÎG8Ü T§T �m©´

��"

k q�ö�§kü«ö�µ

1. �iÎG8Ü T ¥V\��iÎG p"

2. ÀJ��G sx§¯8Ü T ¥kõ��G§¦� sx ´ÙfG"

� sum1 � T ¥�iÎoê§sum2 =
∑n

i=1 |si|"
iÎ���=©i1"
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êâ��µ1 ≤ n, q ≤ 100000, 1 ≤ sum1, sum2 ≤ 2000000

��µ1s

Äkéu s1, s2, s3, ..., sn§�±kïÑ AC gÄÅ5�� f ailäÚ=£ê|"

�3 f ailä¥: di L«�G� si"

�e5§éö�?1�
=z"éuö��§�±@�´3 AC gÄÅ¥§

r@
UL«� pG�cM�:/¤�«ôÚ"éuö��§�±@��YÒ

´3 f ailä¥: di �fä�ôÚ«ê"éuù�=z§Öö�±ÏL AC gÄ

Å�5�5g1n)"

¢S¢y¥§�ÏL f ailä� d f sSÚO�Y"��Ä��g�´µdu

äþ�z�fäéA� d f sSÑ´��«m§@ozg/Ú��§�¦�fä

¥kù�ôÚ�:§Ù d f sS�«m��Ú¬\�"@oéuö��§�±r

��: di �fäéA� d f sSþ����«m§,�^äGê|ÚO«m��

Ú5���Y"

éuö��§�âþã�Ä�g�§äN�¢y´µr@
I�/Ú�:

<Ñ5§w,ù�:ê´ O(|p|)?O�"éuù
:§kr§��­§,��
â d f sS?1üS¶�e5§rz�:���\�§¿3��ü�:�äþ�

Cú�yk (lca)?r��~�"²Lþãö�§Ò�±÷vµ3äþ�z�f

ä¥§XJk/Ú�:�{§�k d f sS���@�:¬k 1�/Ú�z"Ö

ö�±(ÜJä�/�5�Ð/n)þã¢y"

u´dKÒ�±3 O(26sum1 + sum2 log sum1 + sum2 log sum2)��mE,Ý

S)û"

4 �Ma){

3&EÆ¿m�iÎG��){¥§�Ma){kX­��/ "�cM

a){�'�§�Ma){w��\pàÚE,§U)û�\E,�¯K"3

�!¥§�©ò0� 4«�Maêâ(�µ�Mê|!�Mä!�Ml<ÝÚ

�MgÄÅ"

4.1 �Mê|

�Mê|´iÎG?n¥�~`D�êâ(�§´�«?niÎG�kå
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óä§3ØÓa.�iÎG¯K¥k2��A^"

�Mê|�Ø%g�´éu���ªG b§r bG¥�z��MUìi;

SüS§^ saê|P¹"Ù¥ sai L«µ3 bG�¤k�M¥i;S1 i��

�M� �"�é/§�U���� rank ê|§ranki L« bG¥� su f [i]3

saê|¥� �"�� saê|Ú rankê|�§�UÏL�Mê|�5�^�

5E,Ý�� heightê|"Ù¥§heighti L« sai−1 Ú sai ùü��M���ú

�cM (LCP)��Ý"$^ heightê|§��p�/O��
¯K"'X§¦ b

Gü�fG� LCP��"

éu�ï�Mê|§�±$^�O�{½ DC3�{"�du�Ìk�§�

©ÒØ�[0��Mê|äN5�Ú�E
§k,��Öö�±ë�N�[

2004c�8ÔèØ©½Û�° 2009c�8ÔèØ©"

�e5§�©òéu'u�Mê|� 3�²;¯K?1©Û"

4.1.1 ¯K�

~ 4 (��ú�cM).
�Ñ���Ý� m�G b"

k q�Î¯§z�Î¯3 bGþ�Ñü�fG (b′, b′′)§¯ùü�fG��

�ú�cM��Ý"

éuù�¯K§�±k^�O�{3 O(m log m)��mE,ÝSrG b�

�Mê|§��ê| sa§rank Ú height",�éuzgÎ¯ü�fG� LCP§

�±rùü�fG\�¤�ü��M"k¦Ñùü��M� LCP§,�2é |b′|
Ú |b′′|� minÒ�±���Y
"
éuÎ¯ü��M� LCP§�±rùü�

�MéA� saê|þ§�â height ê|�5�§r¯K=z�3 height ê|

þ� rmq¯K"éu3 heightê|þ� rmq¯K§·��±k3�mE,Ý�

O(m log m)SïÑ S T L§,�éuz�Î¯§3 O(1)��mE,ÝSO��

Y"

éd¯K§þã){��mE,Ý´ O(m log m + q)"

4.1.2 ¯K�

~ 5 (fG©Ü¯K).
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�Ñ���Ý� m�G b"

k q�Î¯§z�Î¯3 bGþÀJü�fG (b′, b′′)§- s = b′b′′"Î¯G

s´Ä´ bG�fG"XJ´fG�{§�Ñ��Ü{� �"

éd¯K§�±k^�O�{3 O(m log m)��mE,ÝSrG b��M

ê|§��ê| sa§rankÚ height",��±uy§XJG s´ bG�fG�

{§@oG sÒ�±L«� bG¥,���M�cM"u´§Òkr¤k± b′

�cM��MÑéÑ5"�â saê|�½Â§�±uyù
�MéA� saê

|þ´ëY��ã§ù�ã�±ÏL�©��"y3�3ù�«m¥é���

± sG�cM��M"du saê|´r@
�MUìi;SüS§@oq�±

�âi;S§3ù�«m¥UY�©§Ïé± sG�cM��M"3�©�L

§¥§�±(Ü rankê|Ú LCP5?1¯��ä"du3¯K�¥§·�®²

�±|±3 O(1)��mE,ÝS?1 LCP�O�§@o�©��mE,Ý�

´ O(log m)"

þã){��mE,Ý� O(m log m + q log m)"

4.1.3 ¯Kn

~ 6 («m��cM¯K).
�Ñ���Ý� m�G b"

k q�Î¯§z�Î¯3 bGþÀJ���«m [l, r]§O�µ

r
max

i=l
LCP (su f [i], b)

éd¯K§�±k^�O�{3 O(m log m) ��mE,ÝSrG b ��

Mê|§��ê| sa§rank Ú height"éudK§·��±kéz� i O�

LCP (su f [i], b)"u´§TKÒ=z¤
 rmq¯K
"�¯K�Ón§�±k3

�mE,Ý� O(m log m)SïÑ S T L§,�éz�Î¯§3 O(1)��mE,

ÝSO��Y"@oéuù�¯K§þã){��mE,Ý´ O(m log m + q)"

d	§dK�k��ÿÐµ·��±3O�����Ó�ÚO�����

ê"�´XJ�ÚO�����ê§ÒØU¦^ S T L
"·��±ÏL�O

5O��Y§3 O(log m)��mE,ÝS�¤éügÎ¯�O�"ù�){�

�mE,Ý´ O(m log m + q log m)"
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4.2 �Mä

�Mä´?niÎG�²;êâ(�"�Mä���´i1ä"éu��

�Ý� m�iÎG b§XJr§�¤k�Mïi1ä§Ò��
 bG��Mä


"�duù�ïi1ä�{§i1ä¥�:¬�� O(m2)?O§¤±I�r

ù��Mä�´»?1Ø "���i1ä�^>�L«��iÎ§y34z

^>L«��iÎG"�±uyXJk m��M�\\�Mä¥�{§@où

�i1ä�>êÒC¤ O(m)?O
"{ü5`§Ò´k3G b�\��ª�

Î§ïÑ��:ê´ O(m2)�i1ä�§r@
�k���f�:Ú§��f

Ü¿§·�Ò����:ê� O(m)?O��Mä
"

'u�MääN�5�©ÛÚ�E�{�ë�ÁL	 2004c�8ÔèØ

©"

��ïÑ�Mä��§�±uy3þ�!¥� saê|Ù¢Ò´�Mä�

d f sH{ê|"u´§Ò�±¦^�Mäï�Mê|
§@ow,/§¤k�

Mê|U��¯K§�MäÑ´�±|±�"
�3e�!¥§�©Ò¬0�

�«^�Mê|ï�Mä��{"duùü�êâ(�´�±pÏ�§3�!

¥§�©ÒØé�Mä?1Þ~©Û
§k,��Öö�±�â�Mê|�²

;¯Kg1n)©Û"

4.3 �Ml<Ý

�Ml<ÝÙ¢Ú�Mê|��Ñ´Äu�Mä�"��Ml<ÝÚ�M

äaq�§´��äG(�"3�Mä¥§·�´r@
�k���f�:Ú

§��fÜ¿§�3�Ml<Ý¥§·�´rz���f(:Ñ����fÜ

¿§¤/¤�ë�N¡�ä{"

éu�ï�Ml<Ý§�±kïÑ�Mê|§,��â saê|Ú heightê

|�½Â§3 saê|,SqÞ�Ó��o�� heightê|�4~üNÒ"éu

zgqÞ�� � i§r sai Ú8cÒº��ë>"

du�Ìk�§þã�E��(5�©3ùpÒØ2�ã"'u�Ml<

Ý�äN5��ë���Ó§MÀÚMfº 2014c�Á-EE
�6"

@o§�â�Mê|§=����Ml<Ý"�e5§g��Ml<Ý�

½Â§�±uy§XJr�Ml<Ý�z�ä{�âë> �äm§Ò���

�Mä"¤±§�I�3�Ml<Ýë>�Ó�P¹ë>� �§Ò�±�â
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�Mê|���Mä
"
�ù��â�Mê|ÏL�Ml<Ý�ï�Mä�

�{��mE,Ý´�5�"

4.4 �MgÄÅ

�MgÄÅ�ä´���ªG_S��Mä"du�Mä´i1ä§¤±

�MgÄÅ�|±éõ��ªG?1�o"u´§�±���ï���ªG�

Mä�,�«�{µ�±kïÑ�MgÄÅ§,�ÏL�MgÄÅï�Mä"

·��±ÏLOþ{�ï�MgÄÅ"du�Ìk�§'u�MgÄÅ��E

Ú5�©Û�ë��á# 2012c�Á-EE
�6"

�e5§�©�Ñ��~K4Öö�Ð/n)�MgÄÅ"

4.4.1 ~K

~ 7 (ZJOI 2015Ã ñ�����).
��� n�:�ä"z�:þk��iÎ"

zgÀJäþü�: x, y§r: x�: y´»þ�iÎUH{^Sü���

��iÎG"éäþz�é:ÑO�ÑiÎG"¯ù n2 �iÎG¥kõ��Ø

Ó�iÎG"

ä��f�êØ�L 20�§iÎ8��Ø�L 10"

êâ��µ1 ≤ n ≤ 100000

��µ1s

�Ä�å��{"du�k 20��f§�±rzé�f�m�iÎG<Ñ

5§�±uy§�f�m�iÎG�z�fGÑUéA�^´»§
�z^´

»Ñ�����fGéA"¤±§�±rù 400�iÎGï�MgÄÅ§,�

3�MgÄÅþÚOØÓ�iÎG�ê"duz�iÎG�Ý´ O(n)?O�§

@oþã�{��mE,Ý� O(202n × 10)"

�`/§�±�Äz��f�å:���¹"rù��f���{§ù�

�f�Ù¦¤k�f�m�iÎG·��±n)�r��äH{
�H"@

o§z��f�����oiÎG�Ý´ O(n)?O�"dK��mE,Ý�

O(20n × 10)"
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5 Border Tree

3�!¥§�©ò¬0� Border Treeù�#L�êâ(�"ù�êâ(�

Äu KMPgÄÅ§Up�/?n�aü��G��¯K"

���G´�Ý� m�G b"

XJrG b� KMPgÄÅ§@o KMPgÄÅ¥ä��Ý´�±��O(m)

?O�"Border Tree´ KMPgÄÅ¥ä�C«§§UÏLÜ¿�
Ó�a.

�cM§¦�r KMPgÄÅ¥ä��Ýü� O(log m)"�Ò´z�:L«�¿

�´��cM
´�|cM
"ù�|cM¡��� Border Group"

Border TreeäN/��ã 2 (ã¡31 52�)"

5.1 Border Group

�Ä b[1 : i] (1 ≤ i ≤ n)� Border"Border�êþ´�±�� O(i)?O�§

~Xµb[1 : i] = 111...1︸ ︷︷ ︸
i � 1

"

·�I�Ø ù
&E"Ä��g�´·�rù
 Border©a§r b[1 : i]

� Border�«aê��3 O(log i)�?O"

½Â 5.1 (Border Group).
b[1 : i]� Border�±©a��S� gµ

g =
[
B1, B2, B3, ..., B|g|

] (
1 ≤ |g| ≤ O(log i)

)

r b[1 : i]� BorderUì�Ý4~üS§- Bi ´��ëY��ã Border�

S�"¿��÷vµ3 Bi (1 ≤ i < |g|)S� Border�' Bi+1 S� Border�"

Ù¥§BiS� BorderS�´µ

[
π′iπ

ki
i , ..., π

′
iπ

3
i , π

′
iπ

2
i

]
(ki ≥ 2)

½´µ [
π′iπ

ki
i , ..., π

′
iπ

3
i , π

′
iπ

2
i , π

′
iπi

]
(ki ≥ 1)

÷vµπ′i ´ b[1 : i]�,��cM§πi´ b[1 : i]�Ä"

@oK¡ Bi´ Border Group§¡ g� BGS�"

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 47



f!iÎG���A«�{ �,½1�¥Æ ��Ó

e¡�Ñ��~f5�Ð/n) Border Group"

~ 8.
�G b = bababbababcbababbabab"

@o�±uyk 4� Borderµ[bababbabab, babab, bab, b]"

Ù¥�±rù 4� Border©¤ 3aµ[bababbabab], [babab, bab], [b]"

Ù¥1�a�µπ = babab, π′ = ∅§1�a�µπ = ab, π′ = b§1na�µ

π = b, π′ = ∅"

y35�E BGS� g§ÙÌ�g�´µ^ Border Groupr¤k� Border

©�?ØÓ�S�¥"z� Border Group¥� Border ¹k�Ó� π′ Ú π"ä

N�{Xeµ

1. - π′πk = LBorderi§rS�
[
π′πk, ..., π′π3, π′π2

]
\\ B1"

2. - s = π′π"e sØ´±ÏG§@or s\\ B1§¿�r s� LBorder��

B2 �1����§ÄKr s�� B2 �1����"

3. � π′Ú π� LBorderÓ�� ∅��ÿ(å�E"

�±uyù��E�±�y 1 ≤ |g| ≤ O(log m)µ

Proof.

31 2 Ú¥§XJ s ´±ÏG§@o s ´e�� Border Group �1��

��"�â½Â§·��±�� |π′| < |π|§u´ |s| ≤ 2
k+1

∣∣∣π′πk
∣∣∣ (k ≥ 2)"du�

k = 2�§ 2
k+1

∣∣∣π′πk
∣∣∣��§¤±éu?¿� k§Ñk |s| ≤ 2

3

∣∣∣π′πk
∣∣∣"

ÄK s Ø´±ÏG§@o LBorder|s| ´e�� Border Group �1���

�"�â LBorder �½Â§2
∣∣∣LBorder|s|

∣∣∣ < |s|§qÏ� |s| = |π′π| ≤
∣∣∣π′πk

∣∣∣§¤±
2
∣∣∣LBorder|s|

∣∣∣ <
∣∣∣π′πk

∣∣∣"
u´

∣∣∣π′i+1π
ki+1
i+1

∣∣∣ ≤ 2
3

∣∣∣π′iπ
ki
i

∣∣∣§¤±ù��E�±�y 1 ≤ |g| ≤ O(log m)" �
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5.2 �ï Border Tree

éu�ï Border Tree§Äk��ïÑ KMPgÄÅ§,�rgÄÅ¥�ä

=z¤ Border Tree"

�ï KMPgÄÅ�ë��©�1n!"

éu KMPgÄÅ�z�: i§½Â��n�| (xi, yi, zi)µ

1. XJ b[1 : i] ´±ÏG§= b[1 : i] = π′πk (k > 1)§@o (xi, yi, zi) =

(|π′|, |π|, k)"

2. XJ b[1 : i]Ø´±ÏG§= b[1 : i] = π′π§@o (xi, yi, zi) = (|π′|, |π|, 1)"

3. XJ b[1 : i]Ø´±ÏG§� ik���f j§÷v z j = 2§@o (xi, yi, zi) =

(x j, y j, 1)"

3�¹n¥§kXe½n§�y i�õ�¬k���f j§÷v z j = 2µ

½n 5.1. z��±ÏG s = b[1 : i]�½Ø¬kü�9±þ��f´±ÏG"

Proof.

·�¦^�y{"

b� skü�9±þ��f´±ÏG§K s�±�â§�,ü�±ÏG�

f§L«¤µs = π′1π1 = π′2π2§÷vµ|π1| < |π2|, |π2| mod |π1| , 0"

Ï�� |π2| mod |π1| = 0�§s�½UL«� π′2π
x
1 (x > 1)�/ª§u´ sÒ

´±ÏG
§Ú·��½ngñ"

� d = gcd (|π1|, |π2|)§@o s �½�3�«L«�ªµ s = π′3π3§Ù¥

|π3| = d"

@oò�� |π2| mod |π3| = 0§u´(ØÚ·��^�gñ§¤±b�Ø¤

á§�·K�(" �

O� (xi, yi, zi)´�±²LügH{���5E,Ý�µ
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1. 1�gH{�§é÷v�¹�Ú�¹��:§�â Border Group¥�½
Â§-µ

xi = |π| = i − |LBorderi|
yi = |π′| = i mod |π|

zi = b i
|π| c

2. 1�gH{�§é÷v�¹n�:?U (xi, yi, zi)"

Ù¥§�¹n�3�¿Â3u�o Border Group¥� π′π"e¡�Ñ��

~f5n)�¹n"

~ 9.
�G b = abaaba"

�5 (x3, y3, z3) = (1, 2, 1)§�du (x6, y6, z6) = (0, 3, 2)§u´ (x3, y3, z3)�?

U¤
 (0, 3, 1)"

u´Òr (xi, yi, zi)�oÐ
"

y3®²�
 KMPgÄÅ�z�:��n�|"�e5§·��ÏL?

UgÄÅ¥�ä5�E Border Tree"

éu xi, yiÑ�Ó�:§�â Border Group�½Â§§�áuÓ�a§Ò�

�3 zi ���@�:§¿3@�:þP¹ù
:�&E"'X§XJ�a:¥

kUL«� π′π�:§@o�3ù�:§ÄK�3UL«� π′π2 �:"

��2²L�gH{§Ò�±r Border Tree�Ñ5
"ÏLã 2 (ã¡3

1 52�)§·��±�Ð/n) Border Tree"

5.3 ©Û5�

éu Border Tree¥z�: iÑéA
�� Border Group"

ù� Border Group�±L«�µ
[
π′iπ

li
i , π

′
iπ

li+1
i , π′iπ

li+2
i , ..., π′iπ

ri
i

]

�¢Sþ§éu: i§��Ù´»þz�:éA� Border Group§¿ØUO

(/L« b[1 : i]� Border"Ï�®²r> å5
"
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~Xã 1¥§b[1 : 7]¿�´ b[1 : 13]� Border§�3ã 2� Border Tree

¥§b[1 : 7]´�©3
: 3�a.¥"
: 3´: 13�I�§?u��: 13

�´»¥"

� f a[i]L«3 Border Tree¥: i�I�"3 f a[i]ù� Border Group¥§

a[1 : i]� BorderL«�µ

[
π′iπ

li
i , π

′
iπ

li+1
i , π′iπ

li+2
i , ..., π′iπ

x
i

]

Ù¥ x = min
(
znext[i], ri

)
" (znext[i] ��´3 KMPgÄÅ¥§: i�I� next[i]¤

éA�n�|¥� z)

¤±�I��é b[1 : i]¤k� Border�§I�él�� i�´»þ�:¢

��o x�"

5.4 ~f

�G b = babababcbabab"G b ��Ý´ 13"eã�G b � KMP gÄÅ

¥�äÚ Border Tree�/�"�5gÄÅ¥�äk 14�:§�Ý� 5§²L

r Border ©a�ï¤ Border Tree�C¤k 10�:§�Ý� 3�ä
"�E

Border Tree�§ã 1¥�/�:¬ å5§Öö�±ÏLã 25n)�E"

0

babababc
��

b

��

ba

��
1

abababcb

��
ab

��

8 2
ba

��
bababcba
��

9 3

ababcbab

��
ab

��

10 4

babcbaba
��

ba

��
11 5

abcbabab

��
ab

��

12 6

13 7

ã1µKMPgÄÅ
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0

(0,8,1)
��

(0,1,1)

��

(0,2,3)

��
1

(1,8,1)

��
(1,2,3)

��

8 2
(4,8,1)

��
(2,8,1)

��

9 3
(3,8,1)

��
(5,8,1)

��

10 12

11 13

ã2µBorder Tree

Öö�±�âeL5�Ð/é KMPgÄÅÚ Border Tree?1'�"

KMPgÄÅÚ Border Tree¥��:�G�

:?Ò/ KMPgÄÅ¥� (xi, yi, zi) Border Tree¥� (xi, yi, zi)

cM�Ý π′ π k

1 b 1 (0, 1, 1)

2 ba 1 (0, 2, 3)

3 b ab 1 (1, 2, 3)

4 ba 2

5 b ab 2

6 ba 3

7 b ab 3

8 babababc 1 (0, 8, 1)

9 b abababcb 1 (1, 8, 1)

10 ba bababcba 1 (2, 8, 1)

11 bab ababcbab 1 (3, 8, 1)

12 baba babcbaba 1 (4, 8, 1)

13 babab abcbabab 1 (5, 8, 1)
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6 �a©���¯K

¯¤±�§Ä�©�G�·��ªG���¯K´iÎG���²;¯K"

�!òéùa©���JÑ�«Äu Border Tree5¢y�p�Ï^){"Ù

¥§'u Border Tree��'SN���þ�!"

6.1 f¯K

��ªG´�Ý� m� bG"

?nù�a¯K�c§I�k)û 3�3 bGþ�f¯Kµ

1. ��ú�cM (LCP)µ3 bGþ�ü�fG (b′, b′′)§¯ùü�fG���

ú�cM�Ý"

){��~ 41§ý?n�mE,Ý� O(m log m)"ügÎ¯�mE,Ý�

O(1)"

2. fG©Ü¯Kµ3 bGþü�fG (b′, b′′)§- s = b′b′′§¯G s´Ä´ b

G�fG"XJ´fG�{§�Ñ��Ü{� �"

){��~ 5§ý?n�mE,Ý� O(m log m)"ügÎ¯�mE,Ý�

O(log m)"

3. «m��cM¯Kµ3 bGþ���«m [l, r]"Î¯µ

r
max

i=l
LCP (su f [i], b)

){��~ 6§ý?n�mE,Ý� O(m log m)"ügÎ¯�mE,Ý�

O(1)"XJ�I�O��Y��z� iÜ{��ê§@oügÎ¯�mE

,Ý� O(log m)"

6.2 �.=�

Äk§rÄ�©�G�·��ªG���¯K{z���Ä:¯Kµ��

�©�G aÚ���ªG b§zg?U aG�Ñ� bG���H"?Uö��±

´ aG¥?U,� ½´�\½íØ� "

1~K31 43�
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,�=z�.§r aG� bG��¯KC¤¦Xe¼ê��µ

½Â��'u aGÚ bG�¼ê F(a, b)§F(a, b)��´����| (x, y)§

x, y�¹ÂXeµ

• x =
|a|

max
i=1

LCP (a [i : |a|] , b)

• yL«� x��z�§Ü{� i��ê"

¯KÒ=z¤
µ�Ñ aGÚ bG§¦ F(a, b)§Ù¥ aG�Ä�©�G§b

G��ªG"

6.3 CX

3��!¥§òJÑCXù�Vg"

��ªG��Ý� m� bG§©�G��Ý� n� aG"

CX�Ä�g��µ^�ªG b¥�fG�°(CX aG"

e¡�ÑCX�½Âµ

½Â 6.1.
��'u bGÚ aG�CX G§´��iÎG�S� [v1, v2, v3...vt]§
 vi�

¡�´CX�����"

CXI÷v v1v2v3...vt = a§�éuz��� vi (1 ≤ i ≤ t)§þ÷v±eü^

5�µ

• fG5�µvi´ bG�fG"

• 4�z5�µe i < t§K vivi+1 Ø´ bG�fG"

AO/§éu aG�1 x §e ax ù�iÎvkÑy3 bG¥§·��r

ax ���� vi§ØLù� vi3 bG¥éA�´�G"

duCX�ª�Ukõ«§¤±Ü{� G��Ukõ«§äN¢y�§�
I�?¿�«Ü{� G=�"

éu G�±{ü/n)� vi r aG©�¤
 t��¬"

y3éuz� vi ^��n�| (si, li, ri)5L«µ
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• li, riL« vi3 bG¥� �µvi = b[li : ri]"

AÏ/§e vi3 bG¥L«�´�G§@o- li = ri = 0"

• si L« vi3 aG¥� �§- si = 1 +
∑i−1

j=1 |v j|"

@ok5�ÄXÛÐ©z G"äNö�Xeµ

1. #ï��ê| c§���iÎ8��"éu1 iù�iÎ§XJ3G b¥

�1 x Ñy
§@o ci = x§ÄK ci = 0"

2. éu 1 ≤ i ≤ |a|§·�@� ai 3 bG¥Ñy� �´ cai"XJ cai = 0L«

ai¿vk3G b¥Ñy"·�- vi = (i, cai , cai)"

3. ù��E vi¿Ø÷v4�z5�"@o�ÏLÜ¿�����5÷v4�

z5�"�â si 4O�^S�g�ä vivi+1 ´Ä´ bG�fG"XJ´�

{§@oÜ¿§ÄKØÜ¿"éuù��ä§�±¦^f¯K 225)û"

y3®²Ð©z G
"�e5�ÄXÛÄ��o G"
?Uö��±´3 aG¥�\!íØ½´?U,� §3e©©Û¥��

Ä?U,� §�\!íØ� ��{aq"

éu?U,� §y3I�Ä��o G§äN�{Xeµ

1. éur1 x U� y§�±ké�CX x� vi"du´°(CX§¤± vi

k��k��"

2. �â1 x §r vi©�¤�¥m 3�f��µvi′ , vi′′ , vi′′′§¿^n�|5L

«§�µ

vi′ = (si, li, li + (x − 1 − si))

vi′′ = (x, li + (x − si), li + (x − si))

vi′′′ = (x + 1, li + (x + 1 − li), ri)

@oy3§1 x TÐ� vi′′ °(CX"�â?U§- vi′′ = (x, cy, cy)§2

3ù 3�f��¥§r3 aG¥L«� ∅���íK"
2f¯K 231 53�
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3. �â vi�4�z5�§� vi©��§�k vi−1Ú vi+1´k�UUC�"@

o�rùü���JÑ5"

4. y3§�õk 5����÷v4�z5�§�â si 4O�^S�g^f¯

K 2�ä��ü���´ÄUÜ¿"u´Ò�±­�ù
��¦�Ù÷v

4�z5�
"

u´§Ò�±Ä��o G
"�e5ÏL��~f�Ð/n) G��oµ

~ 10.
�G a = cbabbabbbacb§G b = abbacb§Ð©z� G� [cb, abba, bb, bacb]"

y3�r aG¥�1 4 ?U¤ c§�{´µ

1. é�CXù� � v2 = abba¶

2. r v2 ©�µv2′ = a, v2′′ = b, v2′′′ = ba¶

3. ?U v2′′ = c"

4. v2′ Ú v2′′ ´�±Ü¿�§òÙÜ¿"

u´d�� G� [cb, ac, ba, bb, bacb]§÷v½Â¥�5�§�¤
­�"

6.3.1 �mE,Ý©Û

3��!¥§·éþã�{��mE,Ý��
©Ûµ

3f¯K 2¥§I�?1�mE,Ý� O(m log m)�ý?n§,�¦�Î

¯üg�mE,Ý� O(log m)"

3Ð©z�ã§¬?1 ngf¯K 2��ä§�mE,Ý� O(n log m)

�?Ugê� q"@oz?1�gÄ��o G§I�?1~êg�f¯K 2

��ä§�mE,Ý� O(q log m)"

d�§uyI���U|±Xeö��êâ(�µ�\!íØ!�éc

°!�UÚeIØ�u k �1���� �"XJ¦^��|¢ä5�o G
�{§Ò�±��ügö���mE,Ý� log n"duzg?U§��|

¢ä�ö�ê´~ê?O�§u´Ò�±��Ä��o G ��mE,Ý´
O(q log n + q log m)�"
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3ý?n¥§��|¢äïä´�mE,Ý´ O(n)�§duù�E,Ý¿

�´´¶§�±�ÑØP"

u´nÜþã©Û§�±3 O((n + m + q) log m + q log n)��mE,ÝS�

o G"
Ó�§�±��P¹ si ��eI§u´Ò�±$^�ãä�O��|¢ä§

�,�mE,ÝØC§�~ê�±~�"

�`/§�±¦^ van Emde Boas tree5�O��|¢ä"du3 vEB Tree

þügö��mE,Ý� O(log log m)§·��±UY`zù��{"

6.4 O�E|

3þ��!¥§®²�±p�/Ä��o G
"
3�!¥§�ö¬ÏL{z�¯K§50��«Äu Border TreeÚ G�

p�O� F(a, b)�E|"

6.4.1 {z¯K

du F(a, b) ¼ê���´r LCP (a [i : |a|] , b) (1 ≤ i ≤ |a|) ����9�
����êL«¤����|§G ¼ê��±{ü/n)�r a G©�

¤
 t ��¬ v j (1 ≤ j ≤ t)"éuz� v j§·�- s j = v jv j+1v j+2..vt§¿r

LCP
(
s j

[
i : |s j|

]
, b

) (
1 ≤ i ≤ |v j|

)
����9�����ê�L«¤����

|w j"u´·�Ò�±ÏLÜ¿Ü©����9�����ê w j§5���N

����9�����ê F(a, b)"


��â v j �4�z5�§�±�*/uy� s j = v jv j+1v j+2 �§w j ��

¿Ø¬C"u´ w j �Ú v j, v j+1, v j+2 k'"3þ�!¥§®²�±^ O(log n)

��mE,Ýé� v j �c°Ú�U§u´§z�I�O� w j �§�I�Ñ¤

O(log n)��mÒUé� v j+1 Ú v j+2"

�(�e§·�rO� F(a, b)�¯K{z¤
O� w j"
éuO� w j§·

�q�±r¯K=z�µ

�Ñ bG� 3�fG s1, s2, s3§- s = s1s2s3§r LCP (s [i : |s|] , b) (1 ≤ i ≤ |s1|)
����9�����êÜ¿"
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6.4.2 #¯K

� s1 G�Ý� d§s′′ = s2s3"

y3·�5¦ LCP (s [i : |s|] , b) (1 ≤ i ≤ d)����9�����ê"-�

��� Max§�����ê� Num"

éu 1 ≤ i ≤ d§Ø�- j = i + LCP (s [i : |s|] , b) − 1§K s[i : j]B´ bG�

��cM"

AÏ/§XJ s1 ´��iÎ�ù�iÎvk3 bG¥Ñy§@o Max = 0§

Num = 1"

ÄK§�±©ü«�¹©OO��Yµ� j < d�Ú� j ≥ d�"

6.4.3 �¹� ( j < d)

éuù«�¹ j < d§�±r¯K=z�Î¯µ

d
max

i=1
LCP (s1[i : d], b)

du s1´ bG���fG§@o·��±3G b¥é���«m [L,R]§¦

� s1 = b[L : R]"qÏ�k j < d����3§·�rG s1[i : d] (1 ≤ i ≤ d)\�

¤� b [L + i − 1 : |b|]§,�O��Y§�Y´ØC�"
u´§ù�¯KÒ=z¤
f¯K 33§�âf¯K 3§Ò�±�� MaxÚ

Num
"

�´§¯K5
µTXÛ�� j < dQº

k��{ü��{µ3O�f¯K 3�§�y3 bG¥§�M�����

 �´î��u R�"

�Ä b[1 : R]�¤k Border§�¦����� x§¦� b[1 : x]´ b[1 : R]�

�� Border§�÷v 0 ≤ x < R − L + 1"

u´§��é«m [L,R − x]�f¯K 3§Ò�±�y3 bG¥§�M��

��� �´î��u R�"
éu«m [R − x + 1,R]§�â j < d§3�f¯

K 3�§�Yw,´�u x�§¤±�±�Ñù«�¹"

éu��z x§�±kïÑ KMPgÄÅ§,�l Rù�:m©��^�O

�{Ïé x"'u KMPgÄÅ§�©®31�!¥0�§äN/��ã ref1"

3f¯K 331 53�
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w,/§��±ïÑ Border Tree5O��Y"du Border Tree��Ý´

O(log m)�§¤±��qÞ b[1 : R]¤3�:��´»þ�:O� x�´U�y

�mE,Ý�"'u Border Tree�5��ë�18!"

y3·��Ñ��~f5n)�¹�µ

~ 11.
�G a = babaca§G b = abcabacabc"

y3 G�µ[b, abaca]§Ù¥ v1 = b, v2 = abaca§v2éA�n�|� (2, 4, 8)"

XJy3I�O� w2§�±uy LCP (v2, b)� 2§¤éA�cM� ab"d

�áu�¹�"

©Û bG¥�fG [4, 8]"

XJ��éu«m [4, 8]�f¯K 3�{§�Y¬´ 3§¤éA�cM�

abc§���«m� [8, 10]"ù�´�Ø�"

I�ké� x§'u x�½Â�þ©(3fG [4, 8]¥ x = 1)"y3éu«m

[4, 8 − x]�f¯K 3§�±���Y� 2§¤éA�cM� ab§���«m�

[3, 5]§�����ål´�u 8�"

u´éuO� w2§Ò�±�� Max = 2,Num = 1"

6.4.4 �¹� ( j ≥ d)

du s1´ bG���fG§@o·��±3G b¥é���«m [L,R]§¦

� s1 = b[L : R]"

Ï� j ≥ d§¤± s1[i : d] ´ s[i : j] �cM"�±w,/uy§du

s1[i : d] = b[L + i − 1 : R]§¤± s1[i : d]�½´ b[1 : R]��� Border"

�Ä�«�å��{µkïÑ KMPgÄÅ§,�3��: R�´»þ�

åqÞ: R� Border§éu���ÝÜ{� Border§�±rù� Border� s′′

©�å5��G s′§2O� LCP (s′, b)"duG s′ ´d 3� bG�fG©å5

�§¤±�IO� 3gf¯K 14 Ò�±�� Max
§� Num = 1"

�du KMPgÄÅ�Ý´�±�� O(m)�§¤±üg�åqÞ��mE

,Ý´�±�� O(m)�"y3§4·�5`zþã�å�{"�±ég,/�

4f¯K 131 53�
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�§·��±�â Border Tree�Ý´ O(log m)ù�5�5`z�å"XJU3

O(1)��mE,ÝS�¤é��� Border Group�Î¯§@oÒ�±rüg�

åqÞ��mE,Ýü� O(log m)
"

�ÄXÛ3 O(1)��mE,ÝS�¤é��� Border Group�Î¯"Ä

k5£��e·��åqÞ� Border Group�Ly/ª§�ù� Border Group

� vµ [
π′vπ

lv
v , π

′
vπ

lv+1
v , π′vπ

lv+2
v , ..., π′vπ

x
v

]

äN�� 5.3¥�5�"

ù�=z���´µ3 KMPgÄÅ¥§�I�Ä�� i (1 ≤ i ≤ d)§
y

3��Ä�´�|äk�Ó5�� i"

AÏ/§XJù� Border Group¥k π′vπv ù�G§@o^�å�ä§¿�

- lv = 2",�§�â±ÏGÚÄ�½Â§ù� Border Group¥�e�GÑ´

±ÏG§§�±Ï��Ý� |πv|"

y3é bG?1Xe�©a?Øµ

1. �G b´±ÏG�±Ï��Ý� |πv|�§k-

len = LCP
(
s′′, b

[∣∣∣π′v
∣∣∣ + 1 : |b|

])

éuù�� Border Group§�±�����Ý�µ

min
(
|b|,

x
min
k=lv

{∣∣∣π′v
∣∣∣ + k |πv| + len

})

�±ù�n)µ� LCP�ÝØ�L |b|�§duG bÚ Border Group¥�

GÑ´±ÏG�±Ï��Ý� |πv|§@o�±uy len��´�½�§� k

���Ã'"Ù¥§len�¿Â�µÀJ�� Border�§s′′©3�¡UU

Y����Ý"

u´§�±k�äÑ������Ý´Ä� |b|§XJ´�{§Max = |b|§
Num�Ü{� k�êþ"ÄK§Max������Ý§Num = 1"

2. ÄK§�½�3�� q§÷vµ

∣∣∣π′vπrv
∣∣∣ < q ≤

∣∣∣π′vπrv+1
∣∣∣ , bq , bq−|πv |
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8c§®� rv§@o�±ÏLO� LCP5¦Ñ��� q"

du®� Border Group¥�G�±ÏG§�*/§�±uy b[1 : q− 1]�

´±ÏG�±Ï��Ý� |πv|"
� d1�ù� Border Group¥��G�Ýµ

∣∣∣π′vπx
v

∣∣∣§d2�ù� Border Group

¥�5��G�Ýµ
∣∣∣π′vπrv

v

∣∣∣ (äN�� 5.3¥�5�)"2� k�¦� πk
v �

G s′′�cM����ê (�±ÏLõgO�f¯K 15�� k)§¿-

len1 = LCP
(
s′′, b [|πv| + 1 : |b|])

len2 = LCP
(
s′′

[
k |πv| + 1 : |s′′|] , b [

d2 + 1 : |b|])

rem =
(
q − 1 −

∣∣∣π′v
∣∣∣
)

mod |πv|

y3¬k 3«�¹µ

(a) � x + k < rv �§@o3ù� Border Group¥� π′vπ
x
v �¡©� s′′ U

¦�����Ý��"¤± Max = d1 + len1§Num = 1"

(b) � lv + k > rv�§@o�±r bG{z� b[1 : q − 1]§,�ÏL©a 1

5)û (Ù¢ù� Max = q − 1)"

(c) � lv + k ≤ rv � x + k ≥ rv �§�±uy bG�c d1  ´�½U��

� (= Max ≥ d1)"d��´kü«�¹µ

XJ len2 > rem§@o Max = d2 + len2§Num = 1"

XJ len2 ≤ rem§@oq�±r bG{z� b[1 : q − 1]§,�ÏL©

a 15)û (ù� Max ≤ q − 1)"

y3�©�Ñ��~f5�Ð/n)©a 1"

~ 12.
�G b = ababababa§fG s1 = ababab, s2 = ab, s3 = ba§@o s′′ = abba"

du s1 ´ bG���fG§@o�±3G b¥é���«m [L,R]§¦�

s1 = b[L : R]"(3ù�~f¥- [L,R] = [3, 8])

XJ3 KMP gÄÅ¥O��Y§qÞ b[1 : 8] � Border§�±uy

ababab, abab, ab ùn� Border ��ÝÑ´ÎÜ^�� (vk�L s1 ��Ý)"

@o�±3ù�ü� Border��þ s′′¤� ababababba, abababba, ababba"Ù¥§
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1��G����Ý� 8§1��G����Ý� 6§1nG����Ý� 4§

@o Max = 8,Num = 1"


3 Border Tree¥O��Y�§�±uy b[1 : 8]�¤k Border´áu�

� Border Group�§ù� Border Group�n�|� (0, 2, 4)"du bG´±Ï

G�±Ï��Ý� 2§¤±ù�~f´áu©a 1�"�âþ©�½Â§ù�

Border Group¥�¹
 3� Borderµababab, abab, ab"

éu abù� Border§âþ©¤ã§ÏL�åO�§�±�����Ý�

5"�e5§dþ©úª§ÒU�Ñ len = 2"éu ababab, ababùü� Border§

Ò�±���Ñ���Ýµ8, 6"u´§·��±�� Max = 8,Num = 1"

©a 2¥k 4«�¹�?Ø§�du�Ìk�§¤±�©3ùp��â�

«�¹?1Þ~©Ûµ

~ 13.
�G b = ababababacde§fG s1 = ababab, s2 = ababac, s3 = de§@o s′′ =

ababacde"

du s1 ´ bG���fG§@o�±3G b¥é���«m [L,R]§¦�

s1 = b[L : R]"(3ù�~f¥- [L,R] = [3, 8])

3 Border Tree¥O��Y�§�±uy b[1 : 8]�¤k Border´áu��

Border Group�§ù� Border Group�n�|� (0, 2, 4)"du bG¿Ø´±Ï

G§¤±ù�~f´áu©a 2�"�âþ©�½Â§ù� Border Group¥�

¹
 3� Borderµababab, abab, ab"

éu abù� Border§âþ©¤ã§ÏL�åO�§�±�����Ý�

4",��âþ©½Â§·��±��µq = 10, l = 2, x = 3, r = 4"�e5§dþ

©úª§q�±��µd1 = 6, d2 = 8, k = 2, len1 = 5, len2 = 4, rem = 1"

u´§�±uy l+k ≤ r� x+l ≥ r§´áu�¹ 2c"
�q÷v len2 > rem§

@o3ù�~f¥ Max = 12,Num = 1"(¦^ ababù� Border)

6.4.5 �mE,Ý©Û

�âþ©¥éu�¹�Ú�¹��©Û§�±uy§XJ$^ Border Tree

5¢yO��{§�åqÞ Border Group��ê´ O(log m)?O�"éuz�
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Border Group�O�§Ñ�±r¯K©a?Ø§�âäN�¹?1ØÓ�=z"

l�mE,Ý�Ý5`§O��� Border Group��mE,Ý¢Sþ�u?1

~êgf¯K 1�$���mE,Ý"duf¯K 1üg´�± O(1)Î¯�§

¤±O��� w j ��mE,Ý´ O(log m)"

@oéXþ�!��mE,Ý©Û§éuÄ�?U©�G a¿é·��ª

G b¦ F(a, b)ù�¯K§´�±3�mE,Ý� O((n + m + q) log m + q log n)S

)û�"

�)ûù�Ä�©�G�·��ªG���Ä:¯K��§Ò�±rù�

¯Kí2§l
)û±ù�¯K�Ä:��a¯K
"3e!¥§·�òéù

�a¯K?1Þ~?Ø"

6.5 ~K

y3�©�Ñùa¯K���~Kµ

~ 14 (2015I[8Ôèpÿ Sone2).
����Ý� n�ÌG aÚ���Ý� m��ªG b"

k q�ö�§ö�k 4«µ

1. ?U aG�� §¦ F(a, b)"

2. À� aG¥���«m [L,R]§¦ F (a[L : R], b)"

3. ¦f¯K 1"

4. ¦f¯K 2"

êâ��µ1 ≤ n,m, q,iÎ8�� ≤ 100000

��µ2s

3ù�K8¥§Ø
1�«ö�§Ù¦ö��O��{Ñ®3þ©¥J9"

éu1�«ö�§��{ü��{Ò´�o a[L : R]ù�G�CX G′§,�?
1O�"du a[L : R]´ aG�fG§�±uy§XJr G′ S��Þ�ü��
��K§�e�S�Ò´ GS��fS�
"u´éu1�«ö�§�I�é
u G′�Þ�ü���?1AÏO�§
¥m�Ü©�±$^êâ(���l G
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S�¥J�"@oÒU3üg O(log n + log m)��mE,ÝS?1�E G′ 
"
,�3�o v′j �Ó��o w′j§Ò�±��é G′O�5���Y"
u´§dKÒ�±3 O((n + m + q) log m + q log n)��mE,ÝS)û
"

dK�k��Ü©©§3ùaêâ¥ bG´�Å�"du bG�Å§@o

Ò�±uyXJ^ bGï KMPgÄÅ§KMPgÄÅ��ÝÒ´ O(log m)?O

�"u´§3þã�{¥§ÒØI�$^ Border Tree
§�±��^ KMPg

ÄÅ�O"3ùaêâ¥§ù�){¿vkUü$�mE,Ý§���ü$


¢ydK�JÝ"

d	§dK�±\r�eµï�� n�:�ä§äþz�:Ñk��iÎ"

éuäþ��^ó§róþ:�iÎU^S©�å5U����iÎG a"2

����Ý� m��ªG b"k q�ö�§z�ö��±UCäþ��:�i

Î§½´�½äþ��^ó§��G a§¦ F(a, b)"

2\r�{§��±rù�äC¤Ä�ä"

éu){�{§�±^ Link-Cut Tree5�oCX G"z� splayS�où�

^­ó�¤iÎG�CX G′"zg accessö�r�o­ó� splay©�½©�§

�¬E¤~ê� v jÚ w j­�"¤±�±3 O((n + m) log m + q log n log m)��m

E,ÝS)ûù�¯K"

7 a�

a�¥IO�ÅÆ¬JøÆSÚ�6�²�"

a��,�¥��ÜåP�!ÂðuP�!i1�P�!
ù�õc5�

��'%Ú��"

a�I[8Ôè�ö{�(Ú�NÞ���"

a��u�Æ�|»å!Â÷u!ÛÛ�Æ�é·��Ï"

a��,�¥�Üð$!?�³!_�pé·��ÏÚéu"

a��,�¥�
Wª!H�!
#¬!±UÀ!>��!öuí�ÓÆ

é·��ÏÚéu"

a��,�¥�_�pÓÆ��©"v"

a�Ù¦é·kL�ÏÚéu�P�ÚÓÆ"

a�I1é·�'%Úì�"
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�MgÄÅ9ÙA^ �â½�¥ ÜU�

�MgÄÅ9ÙA^

�â½�¥ ÜU�

Á �

�MgÄÅ���«OI¥#,�iÎG?nóä§�5�É�2�ÑK<

��H"�©�3é�MgÄÅ�5�±9�
A^���8B§¿ÏL�


~K5�\é�MgÄÅ5��ïÄ"

1 �MgÄÅ�½Â9�E

1.1 �MgÄÅ�½Â

��GS��MgÄÅ£SAM¤´��k�G�gÄÅ£DFA¤§§U��

U�É¤kS��M§¿�Pk���G��=£"

·�ò3e¡y²µ��GS��MgÄÅ�G�êÚ=£êÑ´O(|S |)
�"

1.2 �MgÄÅ��E

A�½Â

½Â�MgÄÅ�1G�S"-S [l, r]L«S¥1l�iÎ�1r �iÎ|¤

�iG"-l1i� �m©��M�su fi§�1i� ����cM�pre fi"

-S AMstrL«lÐ©G�Ö\iÎGstr��G�£½ö��±�!:¤"

éu��S���fGstr§-rightstrL«str3S¥z�gÑy�mà: �

|¤�8Ü"

XJvkAÏ`²§·�@�iÎ8�¤k��i1"¿�riÎ8��

À�~ê§3O�E,Ý��ÿØ��Ä"
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E,Ýy²

�Ä��Gstr"XJstr´S���fG§@oS AMstrAT´��Ü{G�"

ù´Ï�·��±3str�V\eZiÎ5C¤S ����M§
ù��MAT

´����É�G�§@oS AMstr Ò7L´��Ü{G�"��§XJstr Ø

´S�fG§@oS AMstr AT´��ØÜ{�G�£½ö`�G�¤§Ï�ÃØ

NoV\iÎ§ÑØ¬C�S����M"

�Ò´`§éuS�z��fG§�MgÄÅ¥ÑATkéA�G�"�´

w,·�ØUéuz�fGüÕïá��G�§Ï�fG�ê´O(|S |2)�"

�ÄS���fGstr"XJrightstrÚrighta+str£Ù¥a ´��iÎG¤��

���{§@o·��±r§�Ü¿�Ó��G�"Ï�·�lùü�iÎG

m©V\iÎ§U
����M´���£½ö`Ø
c¡�aiÎG±	�

�¤"�ó�§·�l§��G�m©§U
=£���ÉG��´���"Ï

d§ùü�G3�MgÄÅ¥���´���§§��±Ü¿�Ó��G�"

�e5·��ÄS�ü�fGAÚB"XJrightA ÚrightB k�§@ow,k

��G´,��G��M§Ø��A´B��M§@oN´wÑrightA ⊂ rightB"

�Ò´`§éuS ?¿ü�fG§§��right8Ü�ovk�8§�o���

¹,��"·�-��G�s�IG�£ f as¤�÷vrights ⊂ right f as �|right f as |
���G�"@o¤kG�¬/¤��ä(�§·�r§��parentä"

w,Ð©��right8Ü´1 − |S |�¤k�ê"
éz���!:§§�right

8Ü���1"�Ò´`�!:�ê´O(|S |)�"
����!:��kü�f
!:£XJ�k��§@o�±r§Ú§�f!:Ü¿¤§@o��!:�õ

kO(|S |)�§Ïd�MgÄÅ�G�ê´O(|S |)�"
�Ä=£"5¿�G�´O(|S |)�§Ø��Ä��lÐ©G�m©�gÄÅ

�ä/ãµä/ãþ>�êþw,´O(|S |)�"@o�I��Ä�ä>"
�Ä�^�ä>u → v"·�lÐ©G�÷ä>r�u§,�²Lù�^�

ä>r�v§,�UY�er�½Ur������M"�Ò´`§�Ä���

Mr§²L�1�^�ä>CX§@o¤k�ä>�½Ñ¬�CX"Ïd§�

ä>�êþØ¬�L�M�êþ"¤±·�y²
�MgÄÅ�=£ê´O(|S |)
�"
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�E�{

�MgÄÅk�«�~{ü��E�{µOþ{"

·�éz�G�s§P§�L���fG��Ý�lens"

�Ä·��c®²k
c|S | − 1�iÎ��MgÄÅ§�y3�gÄÅ

¥[1, |S | − 1] uG�last"y3\\1|S |�iÎ£Ø���c¤§@o·�#ï�

�G�np§w,lennp = |S |"
���Ä=£µw,·�AT\\��last → np�=£§·��AT\\

�� f alast → np�=£,,��·�uy§ù�G�®²k
��iÎc�=£"

Ø��ù�G�´p§�§²LiÎc�=£��G��q"

d�§rightq¬õÑ��µmà:�|S |�G§�����Ý´lenp + 1"@o

kü«�¹µ

1. lenq = lenp + 1"d�q�L�¤kG�rightE,�Ó§@o·��I�

- f anp = q=�"

2. lenq > lenp + 1"ù«�¹eq�L�G¥§�ÝØ�Llenp + 1�G�right

8Ü¬õÑ���|S |§
�Ý�L§�GKØ¬"@o�
�o��G�
¥¤kG�right�Óù�5�§·�I�#ï��G�nq§nq�L�´�

5q�L�G¥¤k�ÝØ�Llenp + 1�G§Ïdlennq = lenp + 1§nq�Ù

¦á5£ f aÚ=£¤Ú�5�q:��"Ó�N´uy f aq = f anp = nq"

,�·�2glpm©µ�5p�ciÎ=£��´:q§y3§AT=£

�nq"Ón§XJ f ap�ciÎ=£��´:q§@o§�AT=£�nq

,,��uy�c:�ciÎ=£��Ø´q��"

�d§·��¤
�MgÄÅ��E"

1.3 �MgÄÅ�A�Ä�5�

þ©¥J�
�MgÄÅ�A�Ä�5�"ò§�8Bo(Xeµ

5��µz�G�s�L�G��Ý´«m(len f as , lens]"

5��µz�G�s�L�¤kG3�G¥�Ñygê9zgÑy�mà:�

Ó"
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5�nµ3parentä¥§z�G��right 8Ü´§�IG�right 8Ü�f8"

1.4 right8Ü�¦{

Äk§3pre fi¤3G��right8Ü¥\\i"
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√
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2 õ�ª�/ª�?ê

2.1 õ�ª

õ�ª´·�Ù��êÆVg"��'ux�õ�ª�±�¤

A(x) =
n−1∑

i=0

aix
i (2.1)

�/ª§Ù¥Xêaiþ�,��R¥1���"ù
õ�ª|¤õ�ª�R[x]"

�"õ�ªA(x)�gê½Â�Ù�pg��gê§P�degA(x)"

2.2 õ�ª�Ä�$�

�ë�$��õ�ª��pgê�n"@oõ�ª�\{!~{w,�±

3O(n)�mSO�"
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·�'%�´ü�õ�ª�¦È"È��O��{I�O(n2)�m§¿Ø


`D"

�«`z�{´©£¦{2§§��n´|^

(Axm + B)(Cxm + D)

=ACx2m +
(
(A + B)(C + D)− AC −BD

)
xm + BD

~�¦{gê?148"E,Ý�O(nlog2 3) = O(n1.585)"

©£¦{��³3uE,Ý�p§�§Ø�9Ø{§¤±é�RvkAO

��¦"

d	§�$�3�2¿Âe?1�§·���±|^ $�\�§¦��{

~ê~���5�1/32"

,�«�{´¦^FFT3"§|^ü ��5�§¢y
õ�ª�XêL«

�:�L«�m�¯�=z"�mE,Ý´O(n log n)"

�
¦^FFT§RIäk2kgü �(2k ≥ 2n)§��32�¦{_�"�X

ê3Eê�S�§ü �oUé�§�O��N´Ñy°Ý¯K"

I�5¿��´§&EÆ¿m¥�9�Oê¯K  �¦�Y�����

êp(X109 + 7§½998244353 = 7 × 17 × 223 + 1��)�ÑÑ"ù��Ð?�)µ

zg�â$���m�±À�O(1)§Ø�3°Ý¯K§��õê�¹e�±|

±Ø{(��3¯K5���S§ØêÑ��up§�3¦{_�)"Ïd�©¥

b�¤k$�Ñ3Fpe?1"

3�p¿Âe?1FFT�§e÷v2k
∣∣ϕ(p) = p − 1§K��p���g§¿

^g
p−1

2k ��ü �¶ÄK§òXêÀ�Z���?1$��2ép��"ù�§

�¦���Xê��Ø�Lnp2§���eZ�BuFFT���ê©O?1$

�§2^¥I�{½n��Xê=�"

2.3 /ª�?ê

��õ�ª=kk���Xê´�"�"e�Kù���§�òÙí2�

/ª�?ê

A(x) =
∑

i≥0
aix

i, (2.2)

2��http://en.wikipedia.org/wiki/Karatsuba%5falgorithm
3��http://en.wikipedia.org/wiki/Discrete%5fFourier%5ftransform
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§�|¤
/ª�?ê�R[[x]]"

d½Â¥§x=����ÎÒ§
Ø^äN�ê��\$�§�Ø7�Ä�

�?êñÑ5k'�¯K"

·�^[xn]A(x)L«A(x)�ng�Xêan"

/ª�?ê�\~{�¦{���õ�ª$�aq½Â:

A(x) =
∑

i≥0
aix

i, B(x) =
∑

i≥0
bix

i, (2.3)

A(x)±B(x) =
∑

i≥0
(ai ± bi)x

i, (2.4)

A(x)B(x) =
∑

k≥0

( ∑

i+j=k

aibj

)
xk. (2.5)

¢S$��§Ï~�I�3gêØ�Ln − 1��?1O�§¿òõ{�

���(=3�xn¿ÂeO�)"Ïd\~{�E,Ý�O(n)§¦{�E,Ý

�O(n log n)"

3 |ÜOê¯K

3.1 |Üé�

|ÜOê¯K´�a~��¯K"ùa¯K¥��½Â
�a|Üé�A§

§�U´÷v,�5��ä!ã!G�é��8Ü¶Ù¥z�é�a ∈ AÑ�

½Â
��size(a) ∈ N§§�U�L(:êþ!S��Ý�"éu,��½
�n§÷vsize(a) = n�é�a�êþ´k��§P�An"·��?ÖÏ~�¦

ÑAn�ê�"

�âØÓ�¯K�¦§|Üé��±©¤ÃIÒÚkIÒüa"e¡{ü

±Ã�ã�~)º§��«Oµ

n�:�IÒã¥§z�º:Ñ�D�
1, 2, · · · , n¥���IÒ¶,
3
ÃIÒã¥§z�º:�/ ´vk«O�"Xã¤«§n = 3�§ÃIÒ�{

üÃ�ã�k4«§
kIÒ�{üÃ�ã�k8«"
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2 3

1

2 3

1

2 3

1

2 3

1

2 3

1

2 3

1

2 3

1

2 3

1

3.2 ÊÏ)¤¼ê

ê�A0, A1, · · ·�ÊÏ)¤¼ê(Ordinary Generating Function, OGF)½Â

�/ª�?ê

A(x) =
∑

i≥0
Aix

i. (3.1)

A´�aÃIÒé�§KA�ÊÏ)¤¼êA(x)½Â�ê�A0, A1, · · ·�Ê
Ï)¤¼ê§Ù¥An�÷vsize(a) = n�é�a ∈ A�êþ"

éuüaÃIÒé�A,B§½Â�a#�é�C = A ∪ B§eA,B�8�

�§KC�)¤¼ê=�

C(x) = A(x) + B(x). (3.2)

25�ÄA,B�(k�ÈD = A × B§Ù¥D�z���dÑ´����

|(a, b)§Ù¥a ∈ A, b ∈ B§¿½Âsize(d) = size(a) + size(b)"Kk

Dk =
∑

i+j=k

AiBj, (3.3)

u´D�OGF=�

D(x) = A(x)B(x). (3.4)

ù�ö�¢y
A¥��ÚB¥���©�"

3.3 �ê)¤¼ê

ê�A0, A1, · · ·��ê)¤¼ê(Exponential Generating Function, EGF)½

Â�/ª�?ê

A(x) =
∑

i≥0
Ai

xi

i!
. (3.5)

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 86



)¤¼ê�$��|ÜOê¯K É²Æ�¥Æ 7ü

�ê)¤¼ê3?nkIÒ¯K��\B$"éu�akIÒé�A§A��ê

)¤¼êA(x)½Â�ê�A0, A1, · · ·��ê)¤¼ê§Ù¥An�÷vsize(a) =

n�é�a ∈ A�êþ"

�½üakIÒé�A,B§éu§��¿8C = A ∪B§Ó�k

C(x) = A(x) + B(x). (3.6)

y3�ÄkIÒé��©�"�½ü�é�a, b§�size(a) = n, size(b) =

m§§�©O�k1, 2, · · · , nÚ1, 2, · · · ,m�IÒ"�òa, b©���c§I�c©

�1, 2, · · · , n + m�IÒ"5½­#©��I��±IÒ��k�é^S§Kk
(
n + m

n

)
=

(n + m)!

n!m!
(3.7)

«�{"

Ïd§eòüa�IÒé�A,B©���D§Kk

Dk =
∑

i+j=k

AiBj
k!

i!j!
, (3.8)

l
D�EGF�äk

D(x) = A(x)B(x) (3.9)

�/ª"

4 ¦{_�

�A(x)B(x) = 1�§¡A(x), B(x)p�¦{_�§�±��A(x) = B(x)−1 =

1/B(x)"Ø±��/ª�?ê§Ò��u¦þ§�¦{_�"

~X§

1

1− x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · . (4.1)

�âù��ª��§eê�a0, a1, · · ·�ÊÏ)¤¼ê�A(x)§-sn =
∑n

i=0 ai§

@os0, s1, · · ·�ÊÏ)¤¼ê�A(x)/(1− x)"

2(Ü��ªXê�4í5�§��

1

(1− x)n+1
=
∑

i≥0

(
n + i

n

)
xi. (4.2)
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�e50�§3�½A(x)�§XÛ¦ÑA(x)�¦{_�B(x)"

�±y²§A(x)�3¦{_��¿�^�´A(x)�~ê��3¦{_�"

7�5d
(
[x0]A(x)

)(
[x0]B(x)

)
= 1��"
�A(x)�~ê��_�§=��â

¦{�½Â(2.5)U^S¦Ñ[x1]B(x), [x2]B(x), · · ·��§u´d�¦{_��
3���"Ó�§·���
��¦Ñ¦{_�cn��O(n2)È��{"

e¡0���^O(n log n)�mO�¦{_���{§§���´ÚîS�

{"

Äk¦ÑA(x)�~ê��_�b§¿-B(x)�Ð©��b"

b�®¦�÷v

A(x)B(x) ≡ 1 (mod xn) (4.3)

�B(x)§K

A(x)B(x)− 1 ≡ 0 (mod xn),
(
A(x)B(x)− 1

)2 ≡ 0 (mod x2n),

A(x)
(
2B(x)−B(x)2A(x)

)
≡ 1 (mod x2n). (4.4)

·�^O(n log n)�mO�Ñ2B(x)−B(x)2A(x)§¿ò§D��B(x)?1e�Ó

S�"zS��g§B(x)�k��ênÑ¬O\��"u´T�{��mE,Ý

�

T (n) = T (n/2) + O(n log n) = O(n log n).

5 ¦{_��A^

~K1 (S�Oê). \keZ«ôÚØÓ��ý§Ù¥���1 × i��ý�

kai«"z«�ýÑ�±Ã�þ¦^"^�ýØ­U/Á÷�ü1 × n���§

�kA«�{?(ai, n ≤ 105)

·�qÞ¦^��ýêþk"�A(x) =
∑

i≥0 aix
i§K�â)¤¼ê�¦{

�¿Â§N´��d���Y�[xn]A(x)k"¤±o�{ê8�

[xn]
∑

k≥0
A(x)k = [xn]

1

1− A(x)
. (5.1)

u´�IO�1− A(x)�¦{_�=�§�mE,Ý´O(n log n)"
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��/§éu�a|Üé�A§dA���|¤�S�½Â�a#�|Üé

�B§KB�)¤¼ê�

B(x) =
1

1− A(x)
. (5.2)

ù�(ØéuÃIÒ(OGF)!kIÒ(EGF)��¹Ñ¤á"

~K2 (ý?nBernoulliê4). éu¤k0 ≤ i ≤ n− 1¦ÑBi"(n ≤ 105)

BernoulliêB0, B1, · · ·��ê)¤¼ê�

B(x) =
∑

i≥0
Bi

xi

i!

=
x

ex − 1

=
(∑

i≥0

xi

(i + 1)!

)−1
.

(5.3)

ù�§��¦�g¦{_�=�"

~K3. iÎ8���m"�½����k�iÎGs§¦Ñ¤k��n�G¥§Ø

�¹fGs��kA�"(n,m, k ≤ 105)

b½G�eIÑl1m©"

�ÄDP§^fiL«kõ�«�{W\ci�iÎ§¦�1�g��þGs�

 �´[i− k + 1, i]"�i < k�§fi = 0¶�i ≥ k�§

fi = mi−k −
∑

0≤j≤i−k
fjm

i−k−j −
∑

d>0,d∈C
fi−d, (5.4)

Ù¥8ÜC½Â�
{
d ≥ 0

∣∣s[d + 1, k] = s[1, k − d]
}
"

ù�DP�§�¹Â´§"k iÎ�Gs�Ó§ci − k iÎ�±?¿(

½§��
�yi− k + 1´1�g��þ� �§I�l¥~��c®²��L

��¹"~��1��´ùg���þ�gvk­U��¹§1��´�þg

Ñy­U��¹§�dI�k^KMP�{¦ÑC8Ü"

�
`zù�DP§�Äf�)¤¼êf(x) =
∑

i≥0 fix
i"-C(x) =

∑
d∈C xd§

K�dDP�§�Ñ

f(x) =
xk

1−mx
− xkf(x)

1−mx
− f(x)

(
c(x)− 1

)
,

4½Â�http://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli%5fnumber
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=

f(x) =
xk

xk + (1−mx)c(x)
.

����Y=�gn = mn −∑i≥0 fim
i−j§
�A�)¤¼ê�

g(x) =
c(x)

xk + (1−mx)c(x)
. (5.5)

�mE,Ý´O(n log n)"

6 éê��ê$�

6.1 EÜ$�

ÄkÚ\/ª�?ê�EÜ$�"

�A(w) =
∑

i≥0 aiw
i, B(x) =

∑
i≥1 bix

i§KB(x)�A(w)�EÜ�

C(x) = A ◦B(x) = A
(
B(x)

)
=
∑

i≥0
ai
(
B(x)

)i
, (6.1)

�±òÙ�n�C(x) =
∑

i≥0 cix
i �/ª"

du®b½B(x)vk~ê�§Ïd=¦AkÃ�õ��"�§B(x)�A(w)�

EÜE,�±½Â"

6.2 /ª�ê

éuA(x) =
∑

i≥0 aix
i§½ÂA(x)�/ª�ê�

A′(x) =
∑

i≥1
iaix

i−1. (6.2)

N´�y

(
cA(x)

)′
= cA′(x), (6.3)

(
A(x)±B(x)

)′
= A′(x)±B′(x), (6.4)

(
A(x)B(x)

)′
= A′(x)B(x) + A(x)B′(x), (6.5)

(
1

A(x)

)′
= −A′(x)

A(x)2
, (6.6)

(
A
(
B(x)

))′
= A′

(
B(x)

)
B′(x) (6.7)
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ù
Ä�¦�{Kéu/ª�ê�,¤á"

6.3 éê¼ê��ê¼ê

·��±½Â/ª�?ê�éê��ê¼ê§ù��uò�½�?

êA(x) =
∑

i≥1 aix
i�éA�ð�N�?êEÜ§=

ln
(
1− A(x)

)
= −

∑

i≥1

A(x)i

i
, (6.8)

exp
(
A(x)

)
=
∑

i≥0

A(x)i

i!
. (6.9)

N´�y§éêÚ�ê¼ê��õê5�3ùpE,¤á"

6.3.1 éê¼ê�O�

�½A(x) = 1 +
∑

i≥1 aix
i§-

B(x) = ln
(
A(x)

)
,

K

B′(x) =
A′(x)

A(x)
, (6.10)

u´�I¦ÑA(x)�¦{_�§Ò�¦Ñln
(
A(x)

)
§�mE,Ý´O(n log n)"

6.3.2 �ê¼ê�O�

�½A(x) =
∑

i≥1 aix
i§-

B(x) = exp
(
A(x)

)
=
∑

i≥0
bix

i,

K

B′(x) = B(x)A′(x), (6.11)

'�Xê�

b0 = 1,

bi =
1

i

∑

1≤k≤i
kakbi−k (i ≥ 1).

(6.12)
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^©£{O�¤kbi§zg^FFTO���>�biém�>¤�)��z§�m

E,Ý´O(n log2 n)"

e�!�ÚîS�{�±3O(n log n)�mO�exp
(
A(x)

)
"

6.4 ÚîS�{

-f(x) = eA(x)§�����'uf(x)��§

g
(
f(x)

)
= ln

(
f(x)

)
− A(x) = 0. (6.13)

�Ä^ÚîS�{)ù��§5"Äkf(x)�~ê�´N´(½�"�®¦

�f(x)�cn�f0(x)§=

f(x) ≡ f0(x) (mod xn), (6.14)

��VÐm§�

0 = g
(
f(x)

)

= g
(
f0(x)

)
+ g′

(
f0(x)

)(
f(x)− f0(x)

)
+

g′′
(
f0(x)

)

2

(
f(x)− f0(x)

)2
+ · · ·

≡ g
(
f0(x)

)
+ g′

(
f0(x)

)(
f(x)− f0(x)

)
(mod x2n),

=

f(x) ≡ f0(x)− g
(
f0(x)

)

g′
(
f0(x)

) (mod x2n), (6.15)

ò(6.13)�\§�

f(x) = f0(x)− ln
(
f0(x)

)
− A(x)

1/f0(x)

= f0(x)
(

1− ln
(
f0(x)

)
+ A(x)

)
. (6.16)

UdS�§E,ÝT (n) = T (n/2) + O(n log n) = O(n log n)"

5���¹e§�§g
(
f(x)

)
k)I�g÷v�½^�"�3ùp¿vk¯K§ÏdØ�\?

Ø"
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6.5 kg��O�

~K4 (kg��O�). �½õ�ªf(x)Ú��êk§¦Ñf(x)k�cn�Xê"

(n, k ≤ 105)

ÊÏ��{´|^�O¯��"zg^FFTòü�õ�ª�¦§¿��õ

{�§�m´O(n log n)"��O(log k)g§o�mO(n log n log k)"

�â�ê¼êÚéê¼ê�5�§�f(x)�~ê��1�§k

f(x)k = exp
(
k ln f(x)

)
. (6.17)

UdªO�§�mE,Ý´O(n log n)"

XJf(x)�~ê�Ø�1§�f(x)��$g��axd§K

f(x)k = akxkd

(
f(x)

axd

)k

,

u´=z¤
~ê��1��¹§�±Uì(6.17)O�"

·���±O�f(x)�kg��"ù�ef(x)��$g��axd§KI��

yk|d§�a�3kg��",�=�ò~ê�N��1�Uìþ¡��{O�"

7 8Ü�Oê

7.1 kIÒ8Ü�Oê

~K1¥®?Ø
ÃIÒé�¤|¤�S��Oê§����(ØékIÒ

é��¤á"e¡�ÄkIÒé�|¤�8Ü�Oê"

8Ü�S��«O3u8ÜS���vk^S'X§I�ò­E�ÚO�

Ø"Ïd§A���|¤�8Ü�EGF�

B(x) =
∑

i≥0

A(x)i

i!
= eA(x). (7.1)

~K5 (ëÏãOê). ¦Ñn�º:�ëÏÃ�ã��ê"º:kIÒ§Ø#N

­>Úg�"(n ≤ 105)

�G´¤k{üÃ�ã§KG�EGF�

G(x) =
∑

n≥0
2(n

2)x
n

n!
. (7.2)
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-C�¤k{üëÏã"du��{üÃ�ã�±w�eZ�ëÏ©þ|

¤�8Ü§u´

G(x) = eC(x),

l


C(x) = lnG(x). (7.3)

��¦ÑG(x)�éê=�¦��Y"�mE,Ý�O(n log n)"

~K6 (k�����Oê). �½8ÜSÚ��ên§O�kõ��n���p§÷

vp©)��z��Ó����Ñ3SS"(n ≤ 105)

����´eZ�Ó�|¤�8Ü§z�Ó���u���IÒ��"�

â�ü��Oê§���k�Ó��êþk(k − 1)!�§éA�EGF�

(k − 1)!

k!
xk =

xk

k
, (7.4)

Ïd�Y�EGF=�

exp
(∑

k∈S

xk

k

)
. (7.5)

7.2 ÃIÒ8Ü�Oê

~K7 (����Oê). \keZ«ØÓ�Ô¬§Ù¥NÈ�i�Ô¬kai«"

z«Ô¬kÃ��"¦À�Ô¬TÐC÷oNÈ�n�����Yê"(ai, n ≤
105)

3�K¥§ÃIÒ8Üp�U�3­E��§ÏdØU{ü/Ø±k!5�

­"

-A(x) =
∑

i≥1 aix
i§�Äéz�«NÈi�Ñ)¤¼ê§¿�¦§?�Ú
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^éê¼êz¦�\§dd��OGF�

∏

1≤i≤n
(1 + xi + x2i + · · · )ai

=
∏

1≤i≤n
(

1

1− xi
)ai

= exp
(
−
∑

1≤i≤n
ai ln(1− xi)

)

= exp
( ∑

1≤i≤n
ai
∑

j≥1

xij

j

)

= exp
(∑

j≥1

1

j
A(xj)

)
, (7.6)

5¿�A(xj)¥�kn/j�´k^�§��^

n +
n

2
+

n

3
+ · · ·+ 1 = O(n log n)

��mé¤kA(xj)¦Ú"

��2¦�gexp§oE,Ý�O(n log n)"6

~K8 (01��Oê). \keZ«ØÓ�Ô¬§Ù¥NÈ�i�Ô¬kai«"z«

Ô¬=k1�"¦À�Ô¬TÐC÷oNÈ�n�����Yê"(ai, n ≤ 105)

�KÚþK�?n�{�Ó§ùpØ2Kã"

8 ��Oê

ù�!¥�Ä��Oê"��AO�?3u§�±^=§ü�^=��Ó

��=�@�´Ó���"

8.1 kIÒ��Oê

'�N´?n�´kIÒ��Oê"�â�ü�úª§k���êþ

k(k − 1)!�"Ïd§éu�a|Üé�A§§���¤|¤��(�^=
Ø�

6�aiþ�1�§�K=��êÃS
©¯K§�±¦^î.Ê>/ê½n��B/)û§�

�http://en.wikipedia.org/wiki/Pentagonal%5fnumber%5ftheorem
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�=)�EGF�
∑

k≥1

A(x)k

k
= − ln

(
1− A(x)

)
. (8.1)

~K9. ¦�¹n�º:§n^>�ëÏÃ�ãkA�"º:kIÒ"Ø#N­>

Úg�"(n ≤ 105)

dÄ�ãØ�£��§ù��ã�¹���ÝØ�u3��§��þ�z�

(:´��k�ä��"

k5)ûä�¯K"ùp�Ä�ä´�IÒk�ä§�(:��fvk

^S"�k�ä�EGF�T (x)"dCayley½n7 ��§n�(:�k�äêþ

�nn−1§Ïd8

T (x) =
∑

n≥1

nn−1xn

n!
. (8.2)

25�Ä�"I�5¿�K¥��´vk���(�±�=)§u´dä|

¤�Ø�u3���EGF �

1

2

∑

k≥3

T (x)k

k

=− 1

2
ln
(
1− T (x)

)
− T (x)

2
− T (x)2

4
. (8.3)

8.2 ÃIÒ��Oê

~K10 (ÃIÒ��Oê). \keZ«ôÚØÓ�¾f§Ù¥­þ�i�¾f�

kai«"z«¾fÑ�±Ã�þ¦^"^¾fG¤�G­þ�n��ó§�kA

«�{? �ó#N^=§�Ø#N�="(ai, n ≤ 105)

ÃIÒ��?n��E,�
§Ï��¥#NÑy�Ó��§�U�)Ì

�!"·�N´��|^PólyaOêúª9 5)ûù�¯K"

7��http://en.wikipedia.org/wiki/Cayley%27s%5fformula
8��±�âä�½Â��T (x) = xeT (x)§2d.�KF�üíÑù�(Ø
9��http://en.wikipedia.org/wiki/P%C3%B3lya%5fenumeration%5ftheorem
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�½�a|Üé�A§dk�A¥��|¤���OGFA�´

1

k

∑

0≤i<k

A(xk/ gcd(i,k))gcd(i,k)

=
1

k

∑

d|k
ϕ(d)A(xd)k/d,

u´A¥��|¤���OGF�

∑

k≥1

1

k

∑

d|k
ϕ(d)A(xd)k/d

=
∑

d≥1
ϕ(d)

∑

k≥1

1

kd
A(xd)k

=−
∑

d≥1

ϕ(d)

d
ln
(
1− A(xd)

)
. (8.4)

�~K7aq§ln
(
1 − A(xd)

)
¥�kn/d�´k^�§Ïd�I¦Ñln

(
1 −

A(x)
)
�§2^O(n log n)�m¦Ú=�"o�m�O(n log n)"

9 EÜ$�

9.1 EÜ�EÜ_

36.1!¥§·�0�
ü�/ª�?ê�EÜ$�"

�f(w) =
∑

i≥1 fiw
i, g(x) =

∑
i≥1 gix

i§XJf
(
g(x)

)
= x§@o¡f(w), g(x)p

�EÜ_(�¼ê)"Ó�·��±��f1g1 = 1, g
(
f(w)

)
= w"

�f(w), g(x)p�EÜ_"éuf(w)§XJ�3���{§é?Û�½

�p(x)Ñp�/¦Ñf
(
p(x)

)
§K�|^6.4!¥�ÚîS�{§éu?Û�½

�q(w)¦Ñg
(
q(w)

)
"e�q(w) = w§=�¦Ñg(x)"

�½f(w), g(x)§�â½Â��|^FFTO�f
(
g(x)

)
�cn�Xê§�mE

,Ý�O(n2 log n)"e¡0���^O(n2)�mO�f
(
g(x)

)
��{§§�Ø%´

�Ú�Úg�µ

-d = d√n e§k¦Ñg(x)2, g(x)3, · · · , g(x)d§E,Ý�O(dn log n)"2|^

®¦Ñ�g(x)d§�Ñg(x)2d, · · · , g(x)(d−1)d§E,Ý�´O(dn log n)"
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�e5§�â

f
(
g(x)

)
=
∑

0≤i<d

g(x)id
∑

0≤j<d

fid+jg(x)j, (9.1)

¿�\�c¦��(J§=�O�"o�m�O(n
√
n log n + n2) = O(n2)"

ë�©z[1]¥�Ñ
���mE,Ý�O
(
(n log n)3/2

)
��{O�f

(
g(x)

)
§

a,��Öö�g1ëw"

9.2 Lagrange�ü

Lagrange�üúª10µef(w)´g(x)�EÜ_§K

[xn]g(x) =
1

n
[wn−1]

( w

f(w)

)n
. (9.2)

§äk��í2/ª

[xn]h
(
g(x)

)
=

1

n
[wn−1]h′(w)

( w

f(w)

)n
, (9.3)

Ù¥�h(w) = w=�(9.2)ª"

¦Ñg(x)�EÜ_�E,Ý�p§��â(9.2)ª�~K4¥��{§�

^O(n log n)�m¦ÑEÜ_¥�,��Xê"

~K11. �½�ênÚ8ÜS(1 < S)§¦Ñ¹kn�(:§�z���(:u��

fêþdeg(u) ∈ S�k�õ�ä�êþ"ä�(:ÃIÒ§(:�¯fk^S"

(n ≤ 105)

-ù
ä�OGF�T (x)"�â½Â§��ä�±´ü��f(:§½ö´

����!:©þs(s ∈ S)�fä|¤�S�§u´

T (x) = x +
∑

s∈S
T (x)s, (9.4)

�±òÙ�¤x = f
(
T (x)

)
�/ª§Ù¥f(w)´���g�Xê�1�õ�ª"

-g(x)�f(w)�EÜ_§KkT (x) = g(x)§u´^Lagrange�ü¦ÑÙng

�Xê=�"

10y²�ë�http://www.math.msu.edu/%7Emagyar/Math880/Lagrange.pdf
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~K12 (�IÒ�>VëÏãOê). ¦Ñn�>VëÏã11��ê"º:kI

Ò§Ø#N­>Úg�"(n ≤ 105)

-C(x)�¤këÏÃ�ã�EGF§B(x)�Ù¥¤k>VëÏã�EGF"~

K5¥®¦Ñ
C(x)§y3�?Ö´O�B(x)�xn�Xê"

�Äù����|(G, v)§Ù¥G´��ã§v´G¥�,�äkAÏ/ �

º:§Ø�òd��|¡�k�ã"��ãG0���)|G0|�k�ã§l
¤
këÏã�)�k�ã�EGF�xC ′(x)"

�½��k�ã(GC , v)§�òGC ¤��BCCäT§äþz�(:�L�

ã¥���BCC(>VëÏ©þ)"P�(:v¤3�BCC�Bv§òBv½�äT�

�"eBv�¹�º:êþ�n§Kk�ã(Bv, v)�EGF�nbnx
n/n!"

3T¥§�Bv�UkeZ�(½0�)fä"�T1´Ù¥,�fä§ù�fä

�´,�ëÏãG1 ¤�BCCä"ëÏãG1¥�,:u��Bv¥�,�:wk

ë>"k�ã(G1, u)�EGF�xC ′(x)§qdu:wk|Bv| = n«ÀJ§¤±��

fä�EGF´nxC ′(x)§l
eZ�fä�EGFÒ´enxC
′(x)"

qÞBv���n§k

xC ′(x) =
∑

n≥1

bn
(n− 1)!

xnenxC
′(x). (9.5)

{PC1(x) = xC ′(x), B1(w) = wB′(w)§Kk

C1(x) = B1(xe
C1(x)). (9.6)

Ù¥§C1(x), xeC1(x)Ñ´N´O��"I�O��´B1(w)�,��Xê"u

´¯K=z�§®�P (x), Q(x)§¦Ñ÷vP (x) = R
(
Q(x)

)
�R(w)�ng�

Xê[wn]R(w)"^Q(−1)(w)L«Q(x)�EÜ_§KkR(w) = P
(
Q(−1)(w)

)
"�

âLagrange�üúª�í2/ª§�

[wn]R(w) =
1

n
[xn−1]P ′(x)

( x

Q(x)

)n
,

��^O(n log n)�mO��Y"

11í�?¿�^>�E,ëÏ�Ã�ã
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10 ��)¤¼ê

k�§·�¬3)¤¼ê¥Ú\1��Cþ§¿^§��
N\IP"

~K13 (ëÏãOêII). ¦Ñ¹kn�º:§m^>�ëÏÃ�ã��ê"º:

kIÒ§Ø#N­>Úg�"(n,m ≤ 1000)

Ú\i1y5IP>§=^xnym/n!L«��n�:§m^>�ã�EGF§K

¤kÃ�ã�EGF�

G(x, y) =
∑

n≥0

xn

n!
(1 + y)(

n
2). (10.1)

�~K5aq§I¦ÑG(x, y)�éê"ùp�9�
��õ�ª�¦{Ú¦{_

�"

�
òü���õ�ª�¦§�òXêü¤Ý
�§éz�1�DFT§

2éz���DFT§ù�BU����õ�ª�:�L«§,�ò:�

�¦2=£Xê=�"¦¦{_��L§����¹�Ó�É"oE,Ý

´O
(
nm(log n + logm)

)
"

~K14. �½��õ�ªf(x)§Ú��êk"éu¤k1 ≤ i ≤ n§¦Ñ[xk]f(x)i"

(n, k ≤ 3000)

b�k = O(n)"|^���9.1!¥aq��Ú�Ú�{§�±��O(n2)�

E,Ý"

yl,���Ý�Ä"Ú\i1u§K¤¦��YS��eª¥�xk�X

êµ

1 + uf(x) + u2f(x)2 + · · · = 1

1− uf(x)
, (10.2)

ù´��'uu��?ê"

�
J�xk�Xê§�ÄLagrange�ü"�{ü��¹´�[x0]f(x) =

0, [x1]f(x) , 0�§f(x)�3EÜ_g(w)§u´

[xk]
1

1− uf(x)
=

1

k
[wk−1]

u

(1− uw)2

( w

g(w)

)k
. (10.3)

©1�±^(4.2)Ðm"ddJ«
ù�¯K�¦)f(x)�EÜ_�3O(n log n)�

mS�p=z"

,	§XJf(x)Ø�3EÜ_§K�I��
?nµ
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• XJf(x)~ê��0§��$g�ftx
t�gêt ≥ 2§@oéf(x)/ftmtg�

�L«¤f(x) = ft ·
(
p(x)

)t
§@op(x)��$g�gê�1§�±¦^þã

�{"

• XJf(x)�~ê�´c , 0§K�òÙ�¤f(x) = c + q(x)"dd�k¦Ñ

¤k[xk]q(x)i§2�â

[xk]
(
c + q(x)

)i
= [xk]

∑

0≤j≤i

(
i

j

)
cjq(x)i−j

= i!
∑

0≤j≤i

cj

j!

[xk]q(x)i−j

(i− j)!
,

^FFT¦�gòÈ=�"

��U¦Ñf(x)�EÜ_§Ò�±2^O(n log n)�m)û�K"���¹

e§¦EÜ_�J��`D�E,Ý"�3,
AÏ�¹e§f(x)�EÜ_�

´¦�§d�B�¦^ù��{"

~K15 (ý?n1�aStirlingê12). �½n§¦Ñ¤k
[n
k

]
, 0 ≤ k ≤ n" (n ≤

105)

DÚ�{´|^

n∑

k=0

[n
k

]
xk = x(x + 1)(x + 2) · · · (x + n− 1) (10.4)

?1©£§zgòÏªþ��©¤ü�©OO��^FFT¦å5§E,Ý

´O(n log2 n)"

,	���{|^


[n
k

]
=

n!

k!
[xn]
(
− ln(1− x)

)k
. (10.5)

�âdª@^fâ��{=�§E,ÝO(n log n)",
T�{�~êÑ�"

12
[n
k

]
L«òn���y©¤k����Yêþ"
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11 (�

�©0�
/ª�?ê�¦{_�!éê!�ê�$��O(n log n)�{§

¿±G!ä!ã!8Ü��a|Ü�.�~§3Oê¯K¥\±A^"é

uEÜ_�¦)§�©�0�
^O(n log n)�mO�Ù,��Xê��{"

�
��I�O(n2)½O(n log2 n))û�Oê¯K§�±^�©¥��{`z

�O(n log n)§�k��{�~ê��§3¢y�I�5¿"

�±ý��§ù�a|ÜOê¯K¬38��&EÆ¿m¥UYÑy"�

EkNõk��¯K¿�3�©¥�9�§�k�·�?�ÚïÄÚ&¢"

a�

a�¥IO�ÅÆ¬JøÆSÚ�6�²�"

a��öMklP�é·���"

a�$��!½pº!f��ÓÆ�·�éu"

a�M×ÐÓÆ��©"v"

ë�©z

[1] Brent R P, Kung H T. Fast algorithms for manipulating formal power series[J].

Journal of the ACM (JACM), 1978, 25(4): 581-595.

[2] Flajolet P, Sedgewick R. Analytic combinatorics[M]. Cambridge University

Press, 2009.

[3] $��, Inverse Element of Polynomial.

[4] $��, Fast Fourier Transform Modulo Prime.

[5] 4[Z, ��, 5�{²â�&EÆ¿m6, �u�ÆÑ��"
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ydc�ø7·K�w
är¥Æ 4ê¤

1 ÁK�¿

k�|'m§XJ\U3ù|'m¥¼�1i¶§@o\�±��pi�ø

7"

y3\®²Jc
)
Ù¦n − 1¶ÀÃ�\gC���Uå§¿��â¦

��Uå©OO�Ñ
¦��©�VÇ"ù|�Á�÷©�1©§�$�0©§

©ê�±�?¿�ê"éu1i�<§¦�x©�VÇ§�tig¼ê fi(x)¤�'"

XJ��<�¼ê� f (x) = 2§@o¦¼�?¿©ê�VÇÑ´���¶X

J��<�¼ê� f (x) = 2 − x§@o¦¼��p�©�VÇÒ�$§�¦¼

�0©�VÇ´¼�1©�VÇü�"

y3\I�O�\U3ù|'m¥Ï"U��õ��ø7"du©ê�±

��ê§¤±ÃI�Äü¶����¹"

�Yé998244353£7 × 17 × 223 + 1§���ê¤��"

�m��µ�© 8sec/UOJ 6sec

�m��µ64MB

2 Ñ\�ª

Ñ\�n + 21"

1�1�¹���ên"

31�1kn��ê§1i�ê�Lpi"

�e5n− 11§z11��ê�ti§�L1i�<¤éA�¼ê´��ti − 1g

¼ê§�e5ti�¢ê§1 j�ê�LT¼ê¥x j−1��Xê"

���1§1��ê�tn§�L\¤éA�¼ê´��tn − 1g¼ê§�e

5tn�¢ê§1 j�ê�LT¼ê¥x j−1��Xê"
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3 ÑÑ�ª

ÑÑ11§�¹���ê§L«\Ï"U¼��ø7"

4 êâ��

?Ò n S =
∑

ti AÏ��

1
2

5

Ã

2 10

3

10

40

4 60

5 80

6 100

7

100

400

8 600

9 800

10 1000

11

500

4000

¤k¶g�ø7��

12 ¤k<�¼ê�Ó

13 Ø
1�¶����¶

14 Ù¦<�ø7Ñ��

15 1500

Ã

16 2000

17 2500

18 3000

19 3500

20 4000

�y¤k<�¼ê3[0, 1]���±S�u�u0§Ñ\�¤k¢ê=k2 

�ê§�Ø
~ê�±	�Xêýé�þ�u5§~ê��ýé��u30"

¤kêâþ��Å)¤"

pi���30�10000�m"

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 104



ydc�ø7·K�w är¥Æ 4ê¤

5 �{0�

5.1 �{1

310%�êâ¥§�k2�<§=·��I�¦Ñ1��<kõ�VÇ31

��<±e§2¦þ¼��ø7=�"

éu1i�<§¦�©êá3[l, r]±S�VÇPi(l, r)�µ

Pi(l, r) =

∫ r

l
fi(x) dx

∫ 1

0
fi(x) dx

(1)

�*þw§T(JÒ´¼ê3[l, r]ù�ã¥�x¶¤�¤«��¡È§Ø

±¼ê3[0, 1]¥�x¶¤�¤«��¡È"=¼ê3[l, r]ù�ã�½È©Ø±

3[0, 1]ù�ã�½È©§Xeã¤«µ

/Ú«��¡ÈØ±¼ê3[0, 1]�o¡È=�©êá3�m>.SÜ�VÇ

du¼ê¦þ��~êé�Y¿vk?ÛK�§K·��±ò¤k�¼ê

Ø±§3[0, 1]¥�x¶¤�¤«��¡È§Kkµ

Pi(l, r) =
∫ r

l
fi(x) dx (2)

b��YØI�é998244353��§�Ä�«¿Ø�{��{µ

(½��é��ålε§òzε�ål©��ã§qÞ\¤¼��©êá3

=�ãS§ÏLO�,��<�©ê3\�e�VÇ§¦Ú=�\�L,��
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<�VÇPµ

P ≈
kε≤1∑

k∈Z+
P1(0, kε − ε)P2(kε − ε, kε) (3)

=

kε≤1∑

k∈Z+

∫ kε−ε

0
f1(x) dx

∫ kε

kε−ε
f2(x) dx (4)

�±uy§�d��Ã��Cu0��ÿ§
∫ kε

kε−ε f2(x) dx�u f2(x)�Ø½È©

3kε?��ê§=� f2(kε)"

P fi(x)��¼ê¥§÷vFi(0) = 0��¼ê�Fi(x)§Kkµ

P =

∫ 1

0
F1(x) f2(x)dx (5)

du�K¥¼êþ�õ�ª¼ê§Kéu¼êµ

f (x) = a0 + a1x1 + a2x2 + ... + aN xN

§��¼ê�µ

F(x) = a0x +
a1

2
x2 +

a2

3
x3 + ... +

aN

N + 1
xN+1

¤±·��I�¦ÑF1(x) f2(x)��§2¦�g½È©=�"

�mE,ÝµO(S 2)

�mE,ÝµO(S )

5.2 �{2

éu�e520%�êâ§kn = 10§@o�ÄqÞ=
<©ê'\p§=


<©ê'\$"

½ÂU = {1, 2, 3, ..., n − 1}§b�¤k©ê'\p�<�¤
8ÜA§K©ê

'\$�<�¤
8Ü{U A§@^�{1�O��{§Kkµ

P =

∫ 1

0
fn(x)

i∈A∏

i

Fi(x)
i∈{U A∏

i

[
1 − Fi(x)

]
dx (6)

�e5§�IÚO�c�L
õ�<§O\�Y=�"

�mE,ÝµO(2nS 2)

�mE,ÝµO(S )
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5.3 �{3

·�*	¼�1i¶�oVÇµ

Pi =

|A|=i∑

A⊆{1,2,...,n−1}

∫ 1

0

i∈A∏

i

Fi(x)
i∈{U A∏

i

[
1 − Fi(x)

]
fn(x) dx (7)

Pi =

∫ 1

0
fn(x)

|A|=i∑

A⊆{1,2,...,n−1}

i∈A∏

i

Fi(x)
i∈{U A∏

i

[
1 − Fi(x)

]
dx (8)

=·��±k¦Ñµ

|A|=i∑

A⊆{1,2,...,n−1}

i∈A∏

i

Fi(x)
i∈{U A∏

i

[
1 − Fi(x)

]

�e5¦þ fn(x)2È©=�¼�1i¶�VÇ"

�ÄÄ�5y§·��gqÞ1i�¼ê§�ä§´¦þFi(x)�´1 − Fi(x)"

�±�ÑG�gi, j(x)�L®²�
1i�<§�k j�<�©ê'\$��ÿ§�

c�õ�ª�gi, j(x)§

Kk4íªµ

gi, j(x) = Fi(x)gi−1, j−1(x) +
[
1 − Fi(x)

]
gi−1, j(x) (9)

�e5§·��I��å?1õ�ª¦{§4í=�"¦^EÄê|�±

ò�m`z�O(nS )"

�mE,ÝµO(nS 2)

�mE,ÝµO(nS )

5.4 Bonusêâ

5.4.1 êâ11

�¤k¶g�ø7���§ÃØ¼�?¿¶gÑ7,¼�p�ø7§¤±�

±��ÑÑp"

�mE,ÝµO(1)

�mE,ÝµO(1)
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5.4.2 êâ12

�¤k<�VÇ¼ê���§z�<¼�1i¶�VÇ´�Ó�§¤±·�

�IÑÑ
∑n

i=1
pi
n=�"

�mE,ÝµO(n)

�mE,ÝµO(1)

5.4.3 êâ13-14

éuêâ:13Ú14§·��I�O�Ñ¼�1�¶����¶�VÇ§2

¦þ¦�ø7�2�n − 1¶ø7���=��Y"

¼�1�¶�VÇ�µ

P1 =

∫ 1

0

n−1∏

i=1

Fi(x) fn(x) dx (10)

¼����¶�VÇ�µ

Pn =

∫ 1

0

n−1∏

i=1

[
1 − Fi(x)

]
fn(x) dx (11)

·��I����åO�õ�ª¦{=�"

�mE,ÝµO(S 2)

�mE,ÝµO(S )

5.4.4 ���`�){

�±uy§3¦1�¶����¶�VÇ�§¤I���=�¦n�õ�ª

�¦È"du�K¥�ê�AÏ5§éN´��¦^¯�Fp�C�£FFT¤`

z¦{"

éu¤k�i÷v1 ≤ i < n§òFi(x)?1lÑFp�C�£DFT¤§=^��

ê|P¹�x©O�{ω0
L, ω

1
L, ω

2
L, ..., ω

L−1
L }1�§¼ê��©O�õ�"

Xµ#�Ak�u�A¼êA(ωk
L)��¶#�Fi,k�u�Fi¼êFi(ωk

L)��"

1ωk
L�1k�Lgü E�¶L�2�eZg�
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éuõ�ªC(x) = A(x) + B(x)§3?1DFT��kµ

Ci = Ai + Bi

Ón§éuC(x) = A(x) × B(x)§3?1DFT��kµ

Ci = Ai × Bi

¤±3O�õ�ª�$��§·��±òü�õ�ª?1DFT§3?1e

Z$�L�ÏL_DFT=�£5§=�õ�õ�ª�$�(J"

=���mE,Ý�O(L log L)§ügO���mE,Ý�O(L)"2

XJ·���¦^FFT§I�=�2ng§O�ng§´O(nS log S + nS )�§

ù���mE,Ý�
��
"

5¿�XJ������õ�ª¦L�§���¬Ñy�Ý�O(S )�õ�

ª¦þ�Ý�O(1)�õ�ª§ù�¿Ø´�`��{"¤±·��±zgòn�

õ�ª©�ü�§òü>�õ�ª©O¦å5��2�¦§ù��E,Ý�µ

T (S ) = 2T
(S

2

)
+ O(S log S ) (12)

�±�ÑoE,Ý�O(S log2 S )"

�mE,ÝµO(S log2 S )

�mE,ÝµO(S )

5.5 �{4

Ó��§·�34í¦gi, j��ÿ§�±�Ä^FFT?1`z"

3·�òFi?1DFT��§=£�§9C�µ

gi, j,k = Fi,kgi−1, j−1,k + (1 − Fi,k)gi−1, j,k (13)

�e5§·�(½i�k§=ò��g�1���1n����e§K=£�

§C�µ

gi,k, j = Fi,kgi−1,k, j−1 + (1 − Fi,k)gi−1,k, j (14)

2FFT�äN¢yL§�±Zùphttp://en.wikipedia.org/wiki/Fast Fourier transform
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�±uy§ê�gi,k�)¤¼êGi,k(x)�ê�gi−1,k�)¤¼êGi−1,k(x)�'X

�µ

Gi,k(x) =
[
Fi,kx + (1 − Fi,k)

]
Gi−1,k(x) (15)

duG0,k(x) = 1§K�í�Ñµ

Gn−1,k(x) =
n−1∏

i=1

[
Fi,kx + (1 − Fi,k)

]
(16)

*	16§éuz��k§XJ·�®²��
Fi,k��§Ñ�±¦^X5.4.4¤

`�©£@FFT�{§3O(n log2 n)��mS¦ÑGn,k(x)"
Fi,k�±��|

^FFT3O(nS log S )��mS¦Ñ"

3¦Ñ¤k�gn−1,k, j��§�ª¦^_DFT=z£5=�¼êgn−1, j(x)"

�mE,ÝµO(nS log2 n)

�mE,ÝµO(nS )

5.6 �{5

���Ý§b�éu=£�§9·���@^)¤¼ê§Kéugi, j(x)��

�)¤¼êGi(x, y)§kµ

Gi(x, y) =
{
Fi(x)y +

[
1 − Fi(x)

]}
Gi−1(x, y) (17)

qduG0 = 1§K�±í�Ñµ

Gn−1(x, y) =
n−1∏

i=1

{
Fi(x)y +

[
1 − Fi(x)

]}
(18)

K�ª·�I�¦�=�eZ���õ�ª¦å5��¤��õ�ª"

éu��õ�ª�DFT§��u©OqÞx�y3�ØÓ���§¼ê��

�õ�§¤±·��I�k�½y§éuy�eZg��c'uxõ�ª?1FFT§

2éuz�xØÓ���§é'uy�õ�ª?1FFT=�§éu��N × M��

�õ�ª?1FFT��mE,Ý�O(NM log NM)"

k
��õ�ª�DFT§�e5·��±÷^�c�g´))©£@FFT5

)û�c¯K"
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I�5¿�´§b�·��¯K5�´n × S�§duêâ´�Å�§�·

�òn�õ�ª�þ�©¤ü°�§§�¦å5��ê���´�Øõ�§Kd

���mE,Ý�µ

T (n, S ) = 2T
(n
2
,

S
2

)
+ O(nS log nS ) (19)

�±uy§d�©£@FFT��mE,Ý¿vklog2�
§�mE,Ý=

�O(nS log nS )"

3¦ÑGn−1��§·��I�^gn−1, j(x)¦þ fn(x)2È©=��Y"

�d§¯K�{)û"

�mE,ÝµO(nS log nS )

�mE,ÝµO(nS )

6 a�

a�¯$uP�3ÆS)¹þ�'%Úì�"

a�I1é·�����"

a�Á�¬P�!
¡fP�Ú�(²P����"

a�CCFJø�²�ÚÅ¬"

a�I[8Ôè�ö�"�GÑ"

a��u�Æ��`Æ��·Jø��Ï"

a�²��!
½©!4ïÌÓÆ��©"v"

a�uV²!½pº!ÚÕÊÓÆ3ÑK�L§¥JÑ�ïÆ"

a�¤k�ÏL·�ÓÆ"
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f!©¬3�a3�¯K¥�A^

wÅ½	°¥Æ qÇ�

Á �

©¬´�«·^5p§´u¢y�g�JÝ$��{§U
^u)û�


&EØU¯�Ü¿�K8"�©0�
A«~��©¬�{§¿ÏL�
~K

{ü0�
©¬3�
3��o£½Î¯¤¯K¥�A^"

Úó

3¿mÚ¢�¥§  ¬Ñy�a�¦�oS�½ä/(��¯K§
�

���k?Uö�"kNNõõ�êâ(��±3log?O�E,Ý¥�o�


'�{ü��¹§�´���
'�E,��¹ù
êâ(�  ¬���


(J§I�¦^(�i@½�÷I��o�&E���5�$���Ã{)

û"

3��ùaK8�©¬�{�`³ÒNyÑ5
µØI�é¯K�Lõ�

©Û§�«�{�±�oNNõõØÓ��¦"�,©¬�{�E,Ý  ´

�Ò?O$��p§�´©¬�{�g�E,ÝÚ�èE,Ý  Ñ�$uE

,Ý�$�êâ(�§3¢�¥¢^5ép"

�,ùaK8�k�
`D�l��{�±)û§'X#è�{§cdq©£

��"ØLbX��r�3��K8§ù
�{ÒÃ{u�
"

�©{ü0�
A«~^�3��o©¬(�½ý?n©¬(�±B3

�£�Î¯��{"11!Ì�0�
��òS�½ä©�¤Nõ¬?1�o

��{¶12!Ì�0�
ÏL©aò&E©m�o½òÎ¯©a£���{¶

13!Ì�0�
½Ï­ïg��$^"

±eK8X�AÏ`²þ�¦3��{"
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1 ��©¬

1.1 S�©¬

S�©¬´�{¿m¥�~���N´¢y��a©¬K8"

Ä�g�´3S�þz�H(N)�:ÀJ��'�:§ù�?¿�ã«mÎ

¯ÑU�
¤O(N/H(N))�«mÚO(H(N))�ü:§Î¯�ÒØI�H{��ê

|§Ó�3?U��ÿ�ØI�?U��ê|"

1.1.1 �{ü�~f

=~1>����1

�\N�êai÷vi < ai ≤ N + 1§kN�ö�§zg�±

• ?U��ê£?U�E,÷vþã^�¤

• �Îlx = im©zgòxC�ax��x = N + 1��I�AgC�"

ùK�±¦^Link-cut trees3O(N log N)��mS)û§ØLùÚ�©'X

Ø��Ñ�"

Äk�Äü«�å�{µ?U��?U@� �§�Î��ÿO(N)�["

½ö?U��ÿO(N)òz� ���Y�Ñ5§�Î��ÿO(1)£�"

@o·��±¦^©¬5²ïü«�{�E,ÝµÄkòS�zëY

�H(N)�©¤�¬§~X�N = 18,H(N) = 4�£�ÓôÚ�L«�¬¤µ

@oéuz�¬¦^1�«�å�Ñz� ���Y§3?U��ÿ�I

�òù�¬��­#O�§�mE,ÝO(H(N))"3�Î��ÿ¦^1�«�

å§du|^ý?n&Ezg���±aL�ã§�mE,ÝO(N/H(N))"

5¿��I�3ý?n¥�Ñ,�êaÑ¤3�@�¬I�õ�ÚÚaÑ

��á3=� �Ò�±¦3�Î��ÿzgÑUl�c:O(1)aÑù�ã"

du�²ï?UÚÎ¯�E,Ý§¤±�H(N) =
√

N��`§ù�ùKÒ

�±3O(N
√

N)��mS)û
"

1K85
:HNOI2010
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1.1.2 ����E,�:�~f

=~2>Chef and Churu2

�½N�êai§N�¼ê fi§z�¼êL«�ã«m�ai�Ú£= fi = Σ
ri
x=li

ax§

fi��¬�âai���UC
UC¤"kN �ö�§z�ö��±µ

• ?U��ê£ai¤

• Î¯Σr
x=l fx

5¿��o��äGê|Ò�±O(log n)¦Ñ,�� fi��§¤±�±�Ä

é fi©¬"

Úþ�K��kò fiz�H(N)�©¤N/H(N)¬§éuz�¬Ñý?nÑù

�¬¥z�aiÑy
Ag§±9Ð©G�eù�¬¥ fi�Ú§�mE,ÝO(N ×
H(N))"

éuz�?U§òz�ã� fi�Ú�#�e=�£duý?nÑ
ai�Ñy

gê¤±ùéN´¢y¤§�mE,ÝO(N/H(N))"

éuz�Î¯§òÎ¯«m
©¤O(H(N))�ü:ÚO(N/H(N))�«m§Ù

¥z�ü:�±3O(log N)��mS)û£ÏL�oäGê|=�¤§z�«m

�±3O(1)��mS)û"

ØL5¿��oäGê|´O(log N)-O(log N)�§
?U��ÿ���±�

��p�E,Ý
ØK��NE,Ý"¤±�±¦^O(
√

N)-O(1)|±ü:?U

Ú«mÚ�Î�êâ(��oaiµ

du�I��Î«mÚ§÷v�~5�§u´�±ò«mÚ=z�cMÚ

�~"duU
��:¬K���cM�Î´���M§¤±ü:?UcM�

Î�±C¤�M?Uü:�Î"@o�±raiz�O(
√

N)�©�O(
√

N)¬§z

g?U�I�?UO(
√

N)¬ÚO(
√

N)�ü:§�Î�I�r¬S�YÚü:�

Y�\=�"

ù�Î¯Ú?UÒ�±��O(N/H(N) + H(N))§�H(N) =
√

N��ÿ�m

E,Ý�O(N
√

N)§�mE,Ý�O(N
√

N)"

2K85
:Codechef Nov 14 Challenge
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1.1.3 I��o¬�«m&E��¹

=~3>Chef and Problems3

�½N�êai§kN�Î¯§zg�Ñl, r§¦÷vai = a jÚl ≤ i, j ≤ r� j− i�

���"

Äk�Äéuz�Î¯O(n)��å�{µ×�Hù�«m§¿^z�êÚ

ù�«mSù�ê1�gÑy� ��#�Y"¦^�mZ?1�#Ò�±;

�zgH{��ê|
�I�H{Î¯«m��Ý"

@o�±Úþ�K��òaizH(N)�©¤N/H(N)¬§^�å�{�Ñz�

¬SÜ��Y"�mE,ÝO(N)"

�´5¿�ùKØU�þ�K����Ü¿¬S&E§�I�O�¬�

«mS��Y"ÄkI�ý?nÑÚai�Ó�÷v j > kH(N)���� j§Ó

n�ÑÚai�Ó�÷v j ≤ kH(N)���� j£�mE,ÝO(N × N/H(N))¤"ù

�Ò�±�Ñi31x¬§ j31x ∼ y¬����)§P�calc(x, y)£�mE,

ÝO(N × H(N))¤"

Ó�1x¬�1y¬��Y��¹à:Ø31x¬½1y¬þ��¹§¤±I

�¦^��«mdp5�ÑùÜ©��Yµ^ f (i, j)L«1i¬�1 j ¬�m��

Y"@o f (i, j) = max( f (i + 1, j), f (i, j − 1), calc(i, j))"

�e5?nÎ¯��ÿÒ�Bõ
§z�«mÑ�±©¤��®²O�Ñ

�Y�«mÚØ�L2H(N)�:"�±×�HõÑ5�:3O(H(N))��mS�

Ñü>à:Ñ3	¡��Y",�Ò|^ý?n&E�Ñz�	Ü�:Ú«m

SÜ�:����Y"ònÜ©�Y����=�"�mE,ÝO(H(N))"

o��mE,Ý�O(N × (H(N) + N/H(N)))-O(H(N))§�mO(N × N/H(N))"

�H(N) =
√

N��ÿ�mE,Ý�O(N× √N)"�´�
!��m�±rH(N)·

�m�"

�~3ù��K8ØUé�B/\\?Uö�§Ï�zg?U�UE

¤O((N/H(N))2)�ý?n�CÄ"ØL\\?U±��±ÏL4H(N) = O(N
2
3 )5

��O(N
5
3 )�E,Ý"

3K85
:Codechef March 15 Challenge
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1.2 äþ©¬

kNõK83óþ©¬�éN´¢y§�´3äþ¦^©¬Ò¬'�æ�"

�!0�
�«�~N´¢y�éä©¬��{§�±)û�X���Î¯ó

þ&E½yk'X&E�K8"

1.2.1 )ûóþ&EÎ¯

=~4>Children Trips4

�½��N�:�ä§z^>�Ý´1½2"kN�Î¯§zg�Ñx,y,z§�

¦éÑ¦þ��:a1 · · · an¦�dis(x, a1), dis(a1, a2), · · · , dis(an, y) ÑØ�Lz£ù

pdis(i, j)L«äþi:Ú j:�ål¤"

ù�K�&EÜ¿�~(J§Ï�Ü¿Ø|±(ÜÆ§�Ulc��Ü¿

L�"�´�±*	�k±eü�5�µ

5�1:bXUi4O�^SÀJai§zgÀai−1£�x�a0,y�an+1¤�y´»þ

���@�÷v^��:�ai§ù�ÀÑ5�:�½´÷v���^��£=

zgr�Ú�¦þ��YØ¬C�¤"

5�2:bXc�
:Ui4OÀ�����ax§�¡�
:Ui4~À���

��ax§ù�ÀÑ5�:�´÷v���^��£=üà�SÓ�r�YØ¬

C�¤"

�Ä�S�©¬��3äþÀÑ�
'�:"Äk¦Ñz�:��Ýdepi

£�(:�0¤Úfä��sizei§¿r@
÷vdepi mod H(N) = 0�:ÀÑ5"

�´5¿�ù���U¬ÀÑ�~õ�:£'X�^��H(N) − 1�ó§

3ó��ã�Ñ�O(N)�:¤§¤±I�r@
fä��Ø�LH(N)�:�Ø"

��ÀÑ5�:Xeã¤«µ

4K85
:Codechef Oct 14 Challenge
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,�·�r¤k�'�:<Ñ5ï¤��ä§¡�“'�ä”§3'�äþ

z�!:�I!:´�äþ�þr�1��'�:§z^>éA�ä¥ùü�

:�m�ó"Ó�z�'�:�L��:8§:8�¹¤k��r1����

�'�:´§�:":8©aXeã¤«§¢%:L«'�:§�ÓôÚ�:
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áuÓ��8Ü"

@o·�©Û�eù�(�k=
5�µ

5�3:?¿ü�'�äþ���'�:3�ä¥ål�H(N)"

5�4:z�'�:�L�:8���Ø�uH(N)"
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y²:bXù�'�:3'�ä¥´�f§@o§¤k�ä¥�f�Ñáu

ù�:8§d½Âw,¤á"bXù�'�:3'�ä¥Ø´�f§@o§�

§�,���f!:�@^ókH(N)�:§
ù
:w,láu§�L�8

Ü"

5�5:�õÀÑO(N/H(N))�'�:"

5�6:z�:�õ�þr2H(N)ÚÒU����'�:"

y²:b�r
2H(N)Ú�vk��'�:§@oN´wÑ�þr2H(N)Ú

²L�:��kü�:��Ý�H(N)�Ø§@oÙ¥��C��@�:�fä

��w,�L
H(N)§¤±@�:�½U¤�'�:§¤±b�Ø¤á"

5�7:?¿ü�:�m�´»�±�
©¤O(H(N))^�äþ�>ÚO(N/H(N))^

'�äþ�>"

y²:duØ�UÑy��:ëY�I�r
2H(N)Ú��¹§¤±�õ�

k4H(N)^�äþ�>"
'�äþ�>o��kO(N/H(N))^§¤±Ø�Uõ

uO(N/H(N))^"

bX®²ý?nÑ'�äþ��ü�:�m��Y§Î¯ÒéÐ?n
"

5¿�ùp�I��oz�1 ∼ 2H(N)���Y=�"Ï�bXz ≥ 2H(N)§

@où�ã¬���aL�¤±ØI�O�"@oÄkI�O�Ñz�:�þ

±z�Ú�a��1��:´�o§a��C�'�:I�AÚ§a�����

�Ú��õ�"ý?nE,Ý´O(N × H(N))"

Î¯��ÿ�I�|^5�2§aq�O¦LCA��{òü�:ØÊ�

�£ÄÒ�±
"ØL5¿LCA¿Ø�½´'�:§¤±32a�ÚÒ�p

uLCA��¹e�¦^�år����ãa�"3£Ä�L§¥�o®²£Ä


AÚÚ���Ú��õ�"£Ä��Ú��ÿÄkr���{��Ý£Ä�§

,�|^ý?n&E�Ú£Ä�þ��'�:"�mE,ÝO(N/H(N))"

�H(N) =
√

N��ÿ�mE,Ý�O(N
√

N)§�mE,Ý�O(N
√

N)"

1.2.2 )ûyk'XÎ¯

=~5>Regions5

5K85
:IOI2009
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�½��N�(:�ä§z�(:k��ôÚ§zg�Ñx,y�Îkõ�é

êi, j÷vi�ôÚ´x§ j�ôÚ´y�i´ j�yk"

·��þ�K��ïÑ��'�ä§�´5¿�ù��'�ä¿vk�


éN´y©¤yk'X�5�§u´·�ò§?1�
*Ð"

ÄkÚþ�K��ÀÑ“Ð©”'�:£depi mod H(N) = 0�sizei ≥ H(N)�

:¤§,�r¤k÷v´ü�Ð©'�:�LCA£�Cú�yk¤�:�ÀÑ5

¿\\'�:8Ü/¤���'�:8"

5�1:'�:�õO\��"

y²:òÐ©'�:UDFSSü�§U^SqÞÐ©'�:§éuz�Ð©

'�:§ØÊ/��!:r��r�,��Ð©'�:½��®²�¯L�:"

bXÊe5��ÿ¤3� �´Ð©'�:§@o2�þr��¹Ú@�:�

þr��¹���Ó§vk7�2re�"bXr��´®²�¯L�:§Ò

rù�:\\'�:8Ü§@o2�þr��¹Ú1�g�¯ù�:�:��

��¹���Ó§�vk7�2re�"¤±z�:�õ�¬�z��#:"

Ù¢ùo�Ò´ïÑ
��“Jä”§3¢y��ÿ�±��\\¤

kDFSS���ü�:�LCA¿�­=�"'uJä��[?Ø�±ë�2014c

M×Ð�8ÔèØ©"

*¿
'�:8Ü�'�ä�½ÂE,Ú�c�Ó£z�:�I�´�ä

¥��C'�yk¤§'�ä¥�>�L�ä¥��^ó¥�:|¤�:8"

y3ù�äÒq÷v
�õ5�¶

5�2:?¿ü^'�ä¥�>3�ä¥�L�´»�¬3à:?��"

5�3:ä¥?¿ü:�m�´»Ñ�±�y©�O(H(N))^>ÚO(N/H(N))^

���'�:�m�´»"

5�4:?¿ü����'�:�m�´»�ÝØ�LH(N)�'�:êþØ

�L2N/H(N)"

#ÀÑ�'�:Xeã¤«£®ÚL«Ð©'�:§7ÚL«#\\�'

�:§kÚL« u'�ä�>þ�:¤µ
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@ok
ù
5�ÒN´)ûù�K
"

r¤k:©¤üaµr u'�ä�>þ�:£�)'�:§'Xþã¥

�¤kkôÚ�:¤¡�“SÜ:”§r�e�:¡�“	Ü:”"@o·�r¤

kI�ÚO?���¹©¤naµ
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• ü�:Ñ´SÜ:"
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仙人掌相关算法及其应用 杭州学军中学王逸松

仙人掌相关算法及其应用

杭州学军中学王逸松

摘 要

近几年来，信息学竞赛中出现了不少仙人掌相关的问题，如动态仙人掌问

题。本文将对仙人掌相关的常见算法进行介绍，并举出一些例题，希望能起到

抛砖引玉的效果。

1 仙人掌的定义和结构

1.1 仙人掌的定义

如果一个无向连通图的任意一条边属于最多一个简单环，且没有自环，我

们就称之为仙人掌。

1.2 仙人掌的边数

对于一棵n个结点的仙人掌，我们考虑它的一棵生成树，有n − 1条边。剩下

的边均为非树边，每条非树边对应了生成树上的一条路径，并形成了一个简单
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环。由于每一条边最多属于一个简单环，任意两条非树边对应的路径的边的交

集为空，即这些路径不重叠。因此最多有n − 1条这样的路径，所以n个结点的仙

人掌最多有2n − 2条边，最少有n − 1条边。

1.3 仙人掌的结构

如图是一棵根为1的仙人掌

1.3.1 父亲

类比树上结点的父亲，我们定义仙人掌上结点的父亲和环的父亲。

如果一个结点u到仙人掌的根之间的所有简单路径的第一条边相同，那么

就类似树上的情况，u的父亲为u到根的一条简单路径上第二个点，否则u的父亲

为u到根的一条简单路径上第一条边所在的环。

比如说，8号结点的父亲是1号结点，10号结点的父亲是环8-9-10，11号结点

的父亲是环10-11。

一个环的父亲为环上离根最近的结点。

比如说，环8-9-10的父亲为8号结点，环10-11的父亲为10号结点。

1.3.2 儿子

类比树上结点的儿子，我们定义仙人掌上结点的儿子和环的儿子。
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一个结点的儿子可能是个结点，也可能是个环。

比如说，1号结点的儿子有2号结点、8号结点和环1-6。

一个环的儿子为环上除去环的父亲以外的所有结点。

比如说，环8-9-10的儿子为9号结点和10号结点。

1.3.3 父亲结点和母亲结点

对于一个在环上的结点，我们定义它的父亲结点和母亲结点分别为环上与

它相邻的两个结点。（请注意区分父亲和父亲结点）

比如说，在环2-3-4-5中，3号结点的父亲结点为2号结点，母亲结点为4号结

点，4号结点的父亲结点为3号结点，母亲节点为5号结点。

从环的任意一个儿子出发，沿着父亲结点和母亲结点就能遍历整个环。

1.4 如何遍历一棵仙人掌

类似遍历一棵树的过程，我们从根开始dfs，假设当前在结点x，接下来要

访问结点y。

如果y还没访问过，就跟树上的情况一样处理，只要将y的父亲设置为x即

可。

如果y已经访问过，且第一次访问y的时间早于第一次访问x的时间，那么说

明我们发现了一个环，这个环的父亲为y，儿子为x到y路径上除去y的所有点。

我们遍历这个环，并设置环上所有点的父亲结点和母亲结点就行了。

如果y已经访问过，且第一次访问y的时间晚于第一次访问x的时间，那么说

明y在一个已经访问过的环上，可以无视这种情况。

2 仙人掌上的DP

类比树上的DP，我们可以在仙人掌上进行DP。

从仙人掌的根开始DP，假设当前DP到结点u，我们先处理结点u上的信息，

然后枚举u的每一个儿子和以u为父亲的每一个环的每个儿子进行DP。
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2.1 【例题一】一个经典问题

给一棵仙人掌，每条边有个长度，求1号结点到每个结点的距离。

其中两个点的距离为它们之间的最短路径的长度。

n ≤ 105

仙人掌上的DP
先dfs一遍仙人掌搞清楚仙人掌的结构。

然后从1号结点开始DP。假设当前已经求出了1号结点到结点u的距离，我

们枚举u的每一个儿子，如果该儿子是一个结点，那么就能求出1号结点到这个

结点的距离，并从这个结点开始继续DP。否则该儿子是一个环，我们枚举环上

的每个儿子x，求出结点x到1号结点的距离，然后从x开始DP。

时间复杂度是O(n)的。

2.2 【例题二】另一个经典问题

给一棵仙人掌，每条边有个长度，求直径。

直径的定义是，距离最远的两个点的距离。其中两个点的距离为它们之间

的最短路径的长度。

n ≤ 105

2.2.1 树上的情况

由于树也是仙人掌，我们先来考虑树上的情况。

一个经典的做法是，随便选一个点，然后找到离它最远的点，再从这个点

开始，再找一次最远的点，这两个点之间的距离即为答案。

这个做法在仙人掌上是错的。
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如图，考虑一个有2k个结点的环加上一条边，环上每条边的长度都是1，那

么答案为k + 1，但是只有当一开始选到O(1)个点时，才能得到这个答案。

2.2.2 另一种做法

对于树上的情况，考虑树形DP。我们可以对每个x求出以x为根的子树的最

大深度，然后用每个结点的不同儿子的最大深度+次大深度更新答案即可。

对于仙人掌上的情况，可以类比树形DP。我们先dfs一遍弄清仙人掌的结

构，然后对于每个结点x，求出子仙人掌x的最大深度。（子仙人掌x的定义是，

删掉根到x的所有简单路径上的边之后，x所在的连通块）

对于每个结点，用它的不同儿子的最大深度+次大深度来更新答案。

对于每个环，还要用环上的每对结点的最大深度的和加上这对结点的最短

路长度来更新答案。不妨枚举其中一个结点，那么最短路是顺时针走的另一个

结点，一定是环上的一个区间，而且这个区间的另一个端点随着枚举的结点顺

时针移动而顺时针移动。这是个两个端点都单调移动的RMQ问题，可以用单调

队列来维护。

也可以不用单调队列。按照从环的父亲往下走哪边距离近，把环分成两部

分。每一部分内部的点对的最短路一定是在内部走。对于每个结点，它在另一

部分最短路是顺时针走的一定是一个前缀，最短路是逆时针走的是一个后缀，

直接处理前缀max和后缀max即可。

时间复杂度O(n)。
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2.3 【例题三】mx的仙人掌1

给一棵n个点的仙人掌和q个询问，每个询问给定一个点集，要求输出这个

点集中距离最远的点对的距离。两个结点之间的距离为它们的最短路径长度。

n ≤ 3 × 105, q ≤ 3 × 105,点集中点的个数之和tot ≤ 3 × 105

时间限制5s，内存限制512MB

暴力算法

对每个询问暴力。

对于树上的情况，每个询问只要做一次树形DP即可。

对于仙人掌上的情况，每个询问用上一道例题中的仙人掌上的DP即可。

时间复杂度O(nq)。

一个性质

在树形DP过程中，如果一个询问给了cnt个点，那么有效的更新答案的次数

为cnt − 1次，因为一开始有cnt个点上有答案，每次更新答案都会减少一个“有答

案”的点。

对于仙人掌上的DP也有类似性质，即有效的更新答案的次数为O(cnt)次。

所以对于所有询问，有效的更新答案的次数之和是O(n)的。

树上的情况

我们可以用 f [x][i]表示在子树x中第i个询问的点集中的点到结点x的最大距

离，然后树形DP的过程相当于合并这些数组，并更新相应询问的答案。

现在问题转化成，对于每个结点，合并它的每个儿子的DP数组，并快速找

到需要被更新答案的询问编号。

这相当于，维护很多数的集合，支持把其中两个合并，并且在合并的时候

返回它们的交集。

可以直接用数组来存集合中的数，然后启发式合并，即每次合并时，将小

的集合暴力插入到大的集合中。由于要求交集，可以对每个集合开一个哈希表

（或直接在全局开哈希表），然后合并的时候判一下即可。

时间复杂度O(n log n)，空间复杂度O(n)。

1Source: UOJ #87. mx的仙人掌
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仙人掌上的情况

对于除了环以外的部分，跟树上的情况一样处理。

对于每个环，先将环的每个儿子的DP数组处理出来，然后用每对DP数组的

交集来更新答案。

由于没法从一个集合中删除另一个集合的元素，所以不能使用带删除操作

的单调队列。

可以按照从环的父亲往下走哪边近，将环分成左右两部分，对环的每一个

部分，把DP数组按顺序合并起来，并与另一部分的DP数组求交更新答案即可。

在环上更新完答案后还要撤销所有合并操作，这可以在合并的过程中记录

下合并时进行的操作来实现。

最后要把环上所有儿子的DP数组全部合并。

复杂度分析：

不考虑环上更新答案时DP数组的合并，总时间复杂度是O(n log n)的，因为

每个询问点在合并时作为“较小的集合”最多O(log n)次。

考虑环上更新答案的过程，本质上跟把环上所有DP数组合并是一样的，所

以不会影响复杂度，所以总时间复杂度是O(n log n)。

假设环上有若干个集合，总的大小为N，那么可以证明，把这些集合按

顺序一个一个合并的复杂度不会超过O(N)，所以合并时记录下的操作个数也

是O(N)，所以总的空间复杂度也是O(n)。

3 仙人掌上的点分治

类比树上的点分治，我们可以对仙人掌进行点分治。

每次找一个结点（我们称它为“重心”），使删掉这个结点和这个结点所在的

所有环上的边之后，最大的连通块大小最小，然后统计与重心和重心所在的所

有环上的信息，再递归分治每个剩下的连通块。
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复杂度

考虑当前连通块大小为N，如果选择了结点x，并且存在一个结点y，使

以x为根，子仙人掌y的大小大于
N
2
，那么选择y一定比选择x要优。所以每次分

治后，最大的连通块大小至少减少了一半。所以分治的层数是O(log n)的。

3.1 【例题一】跳蚤国王下江南2

给一棵仙人掌，求对于l = 1, 2, . . . , n，从1号点出发经过l条边的简单路径条

数，答案模998244353（7 × 17 × 223 + 1，一个质数）。

n ≤ 105

暴力算法

记 f [x][l]为从结点u开始，只能向远离根的方向走，长度为l的路径条数。

那么对于x的每个儿子y，如果y是个结点，就把 f [y][l−1]加到 f [x][l]里。如果

是个环，那么枚举这个环上的每个儿子z，把 f [z][l−d1]+ f [z][l−d2]加到 f [x][l]里

（其中d1, d2表示x到z的两条路径的长度）。

仙人掌分治

首先我们发现， f [u]可以看作一个多项式，每次从u的一个儿子v转移过来

时，相当于是把 f [v]乘上x或乘上xd1 + xd2并加到 f [u]中。这启发我们用分治的算

法。

对于每次分治，找到重心u以后，先递归分治每个连通块，然后将根到重

2Source: UOJ #23. 【UR #1】跳蚤国王下江南
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心的多项式求出来，记为 f (x)，再将u的所有儿子的答案求出来相加，记为g(x)。

我们只要将 f (x) · g(x)和每个连通块的答案加起来即可。

对于求 f (x)，如果将重心到根的多项式用分治+FFT乘起来，复杂度为O(n log2 n)。

其实我们可以把递归分治过程中根到重心的多项式记录下来，然后一个一个乘

回去，复杂度就是T (n) = T (n/2) + O(n log n) = O(n log n)的了。

总复杂度为O(n log2 n)。

3.2 【例题二】Tree and Sets3

有一棵n个结点的仙人掌，每条边有一个长度l。（不同的边的长度不一定相

同）

有q个点集，每个点集可以用两个整数u, d来描述（1 ≤ u ≤ n），一个结点v

在这个点集中当且仅当结点v与结点u的距离不超过d。两个结点之间的距离为

它们之间的最短路径的长度。

现在要求构造一个有向无环图（DAG），满足：

• 这个DAG至少有n + q个结点，至多有1200000个结点和2400000条边。
• 对于每一条边，如果是从u连向v的，那么u > n且u , v。
• 对于结点编号在第i个点集（1 ≤ i ≤ q）的每一个结点x，第n + i个结点到

第x个结点有且仅有一条路径。
• 对于结点编号在{1, 2, . . . , n}中但不在第i个点集（1 ≤ i ≤ q）的每一个结

点x，不存在第n + i个结点到第x个结点的路径。

1 ≤ n, q ≤ 10000

树上的情况

先给原图加虚点，使每个点的度数都不超过3，并且对于每个点，要满足最

多只有一个点集的u为该点。

然后进行树的点分治，每次分治将重心的每一个子树中的所有结点按照到

重心的距离排序，然后预处理前缀和，并对于每个点集连相应的边即可。

由于点分治的层数为O(log n)，所以连边的总数为O(n log n)的。（假设q =

O(n)）

3Source: 2015年集训队互测
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仙人掌上的情况

还是可以先给原图加虚点，使每个点的度数不超过3。于是这棵仙人掌的每

个结点最短属于一个环。

我们可以每次分治找一个结点，或找一个环，把它作为“重心”，容易证明

这样分治的层数也是O(log n)的。

重心为结点的时候，跟树上的情况一样处理即可。

重心为环的时候，类似仙人掌的DP，将这个环分成两部分，每一部分之内

和两部分之间都是一个前缀和/后缀和的问题。以每一部分之内的前缀和问题

为例，我们把这一部分当作一个序列，记size[i]为序列中下标为i的子仙人掌的

大小。每次分治[l, r]时，记
∑r

i=l size[i] = N，找一个mid，使
∑mid−1

i=l size[i] ≤ N/2，

且
∑r

i=mid+1 size[i] ≤ N/2，先递归分治[l,mid)和(mid, r]，然后建出[l,mid)、mid、

(mid, r]这三部分之间的边。在这个环上的分治中，对于每个i，第i棵子仙人掌

在O(log
N

size[i]
) + O(1)次分治中出现。于是对于每个结点，它在每次点分治和每

个环上分治的出现次数之和为O(log n)。

所以连边的总数还是O(n log n)的。

4 link-cut cactus

4.1 动态仙人掌问题

动态仙人掌问题指的是一类在仙人掌上动态维护信息的问题，动态维护指

的可以是修改形态，也可以是修改相关信息。

很多动态树问题可以用link-cut tree解决。类比link-cut tree，我们能得到link-

cut cactus，能用来解决不少动态仙人掌问题。

4.1.1 link-cut cactus的结构

link-cut tree维护的是树的一个链剖分，于是我们可以维护仙人掌的一个链

剖分。
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如果没有环，就跟link-cut tree一样，每个结点有个preferred-child，用实边

连起来，其他儿子用虚边连起来。

（红色的边为实边，黑色的边为虚边）

对于一个环，我们定义它的父亲为环上离仙人掌的根最近的结点，记为A。

我们定义环的preferred-child为环上最后一次access到的结点，记为B。

我们将A和B的最短路用实边连起来。

对于环上其他的结点构成的链，也用实边连起来，我们称这条链为额外链

（即图中的extra链）。

4.1.2 如何在splay上维护边的信息

在每条边上都加个点，如图所示：
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注意环上额外链两段与A和B之间的边（黑色边），我们将它直接接在额外

链的两端来维护。

4.1.3 边界情况

如图，环上所有的结点都在AB链上，于是额外链上只有一条边。但是我们

是在这条边上加了一个点来维护的，所以实际上不需要讨论这种情况。
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4.1.4 一种特殊情况

如图，上一次access了结点A，这导致了AB链上与A相连的边变为虚边，但

是表示这条边的splay结点还在AB链的splay上。

要注意特判这种情况。

4.1.5 access操作

类比link-cut tree的access操作。

假设当前access到结点x，我们先找到x在splay上的前一条边e。

如果e不在环上，就跟link-cut tree的一样处理。

否则先把这个环的AB链的左右两端断开（要注意考虑特殊情况），然后

把AB链和额外链连接起来。

然后把x提到splay的根，选择较短的一边连回去作为新的AB链，并将另一

边设置为额外链。

4.1.6 换根操作

类比link-cut tree的换根操作，在access后对根到该结点的路径打翻转标记来

换根。

要注意这会导致这条路径经过的环的A和B结点互换，而且额外链方向不正

确。
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解决方法是对于access到的每一个环，检查A和B在splay中的前后顺序，如

果反了，就交换A和B，并给额外链打翻转标记。

4.1.7 如何使用link-cut cactus

以查询u到v最短路上边权最小值为例：

先将根换成u，然后access结点v，然后返回这棵splay上的边权最小值即可。

要注意u到v可能有多条最短路，这个在access到环的时候在splay上打个标记

维护即可。

4.1.8 时间复杂度

类比link-cut tree，对于n个结点的仙人掌和O(n)次access操作，结点和环

的preferred-child的切换次数是O(n log n)的，由于每次preferred-child的切换用到

了splay，所以总时间复杂度为O(n log2 n)。

4.2 【例题一】Push the Flow! 4

给一棵n个点的仙人掌，保证没有重边或自环，每条边有个容量。

有q个操作，每个操作是修改一条边的容量，或询问两个结点之间的最大

流。

1 ≤ n ≤ 100000

0 ≤ q ≤ 200000

link-cut cactus的做法 5

对于没有环的情况，两个结点之间的最大流就是这两个结点之间路径上边

的容量的最小值。

对于每个环，A和B结点之间的最大流为AB链上的容量最小值加上额外链

上的容量最小值，所以可以将额外链的容量最小值加到AB链的每一条边的容量

上。

询问时只要换根再access就行了。

4Source: CODECHEF PUSHFLOW
5这题也可以用link-cut tree来解决，由于不是重点略去不讲。
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修改一条边的容量时，将根换成这条边的一个端点，然后access这条边的另

一个端点，此时需要修改的边一定不会在某个环的额外链上，所以直接修改即

可。

时间复杂度O((n + q) log2 n)，空间复杂度O(n)。

4.3 【例题二】一个经典问题

给一棵仙人掌，要求支持加边、删边、对某两点之间最短路或某个子仙人

掌进行修改或询问。

根为x时，子仙人掌y的定义是，删掉x到y的所有简单路径上的边后，y所在

的连通块。

修改是将一条链或一个子仙人掌的点权加上一个数或修改为同一个数。

询问的是一条链或一个子仙人掌的点权最大值、最小值、和。

4.3.1 一个子问题

给一棵树，要求支持加边、删边、对某条路径或某个子树进行修改或询

问。

可以用Self-adjusting top trees来做，时间复杂度为O(n log n)。这个做法

在[1]和[2]中有详细介绍。

4.3.2 算法一

我们用link-cut cactus来维护仙人掌的形态。

对于每个环，我们将环上的B点与额外链相连的边断开。（如果这个环上只

有两个点，就不把这条边断开）

这样我们就得到了这棵仙人掌的一棵生成树，可以用Self-adjusting top trees

（以下简称为“top tree”）维护。

对链进行操作时，在link-cut cactus上换根再access，然后在top tree上进行链

操作即可。
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对子仙人掌进行操作时，换根再access，然后这棵子仙人掌在top tree上就是

一棵子树，直接进行top tree的子树操作即可。

在link-cut cactus的access操作时，会影响到O(log n)个环的preferred-child，我

们要更改那些环上被断开的边，于是要进行O(log n)次top tree的link和cut操作，

复杂度是均摊O(log2 n)的。

由于使用的是top tree，常数有点大。

4.3.3 算法二

考虑直接用link-cut cactus来维护。

类比top tree，可以在link-cut cactus的每个结点上维护子仙人掌的信息。我

们将这个做法称为“top cactus”。

一个小技巧

我们将需要维护的信息记为Info，标记记为Tag，那么只要实现Info+Info，

Info*Tag，Tag*Tag即可。注意Tag可以用a*x+b的形式来表示，可以简化代

码。

在top cactus的每一个结点上，我们维护以下几个值：

• x
表示该结点本身的信息

• sum
表示以该结点为根的splay表示的链上的所有结点的信息和

（不包含子仙人掌信息）

• sub
表示以该结点为根的splay表示的链上的所有结点的子仙人掌信息和

（不包含链上的信息）

• ex
对于每个环的AB链的第一条边，用ex表示该环的额外链的all的值

• all
all = sum + sub + ex

• chain tag

表示对以该结点为根的splay表示的链上的所有结点的标记

（不包含子仙人掌标记）
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• sub tag

表示对以该结点为根的splay表示的链上的所有结点的子仙人掌的标记

（不包含链上的标记）

• ex tag sum

表示该环从上次access到以来，AB链上打上的sub tag的和

其中sub的值需要枚举每个该结点的每个子仙人掌来求出，由于一个结

点的度数可能为O(n)，所以不能暴力求sub，应该对每个结点用一棵平衡树

（如splay）来维护sub。

标记的下传

chain tag只在splay内部进行下传。

sub tag下传到子仙人掌时，被拆成chain tag + sub tag的形式。

ex tag sum维护的是环的AB链上已有而额外链上没有的标记，在access到

每一个环的时候下传到该环的额外链上。

access操作
每次access到结点x时，

如果x不在环上：

• 将x原来的preferred-child与x相连的边改为虚边，并将该preferred-child加入

维护子仙人掌的平衡树中。

• 将x的新preferred-child与x相连的边改为实边，并将该preferred-child从维护

子仙人掌的平衡树中删除，并将子仙人掌标记传给它。

如果x在环上：

• 将环的上下两端断开，找到AB链上的ex tag sum，将其传给额外链。

• 将x提到splay的根，选择较短的一边接回去，并更新相应的信息和标记。

时间复杂度

link-cut cactus本身的复杂度为O(n log2 n)。

access循环的总次数为O(n log n)，所以维护每个结点的子仙人掌信息的复杂

度也是O(n log2 n)。

总时间复杂度为O(n log2 n)，但是常数比上一个算法要小。
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4.4 【例题三】一个经典问题 EXT

给一棵仙人掌，要求支持加边、删边、对某两点之间最短路或某个子仙人

掌进行修改或询问。

根为x时，子仙人掌y的定义是，删掉x到y的所有简单路径上的边后，y所在

的连通块。

修改是将一条链或一个子仙人掌的点权加上一个数或修改为同一个数。

询问的是一条链或一个子仙人掌的第k大点权。

4.4.1 一个子问题

给一棵树，要求支持加边、删边、对某条路径或某个子树进行修改或询问

第k大点权

top tree并不能用来维护第k大。

我们考虑维护链和子树信息的另一种经典做法：dfs序

由于有链修改和询问第k大，维护dfs序的数据结构可以是块状链表。

假设块状链表的块大小为T，那么在块状链表上一次分裂或合并操作需

要O(log n + T )的时间，一次询问操作需要O(
n
T

log2 n)的时间。（注意可以用平衡

树来维护块的序列，就能做到O(log n + T )的修改复杂度）

如果我们能将原问题的每个操作转化成 f (n)个dfs序的分裂、合并操作

和O(1)个询问操作，那么将块状链表的每块大小设为O(

√
n log2 n

f (n)
)，每个操作的

时间复杂度就是O(
√

n f (n) log2 n)。

树的形态不变，且树根固定

我们用link-cut tree来维护这棵树的一个链剖分，然后维护一个对应的dfs序

列。

在这个dfs序列上，所有链剖分里的链在dfs序上都是一段区间。

我们在link-cut tree的access过程中对dfs序列进行相应的调整。

假设当前要将结点x的preferred-child改为y，就只要把子树y所对应的dfs序列

的区间取出来，放到结点x后面。
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这样在access了结点x之后，根到x这条链在dfs序上是个区间，子树x在dfs序

上也是个区间，于是就能进行链和子树操作了。

树的形态不变，有换根操作

图中椭圆表示结点，三角形表示子树。

根为a时，这棵树的dfs序列为a b c C B A。（小写字母表示结点，大写字母

表示子树）

根为c时，这棵树的dfs序列为c b a A B C。

假设我们要把根从a换到c。

首先access新根，进行了O( f (n))次dfs序操作。

然后只能用O(树高)次dfs序操作来换根？

不妨强行对原根到新根这条链所在的dfs序区间和dfs序剩下的部分打翻转标

记。

这样dfs序列就变成c b a r(A) r(B) r(C)了。（r(X)表示将X这棵子树的dfs序翻

转后得到的序列）

注意某些子树的整个dfs序列都反了。

我们在access的每一次循环中，检查一下是否发生了这种情况，如果有的

话，就用O(1)次dfs序的操作把这个子树的dfs序列翻转回去。

这样就能做到 f (n) = O(log n)了。
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树的形态可以改变

对于加边和删边操作，我们在换根、access相应的结点后，直接将整棵树

的dfs序列接上去或分离出来即可。

仍然满足 f (n) = O(log n)。

于是对于这个子问题，我们能做到每个操作O(
√

n log3 n)的复杂度。

4.4.2 仙人掌上的情况

我们还是用link-cut cactus来维护仙人掌的形态，一次操作可以转化成O(log n)次

树上的问题的操作。于是我们得到了 f (n)的上界，为O(log2 n)。但是写个程序后

会发现， f (n)更接近O(log n)。

下面给出 f (n) = O(log n)的证明：

因为link-cut tree维护的是仙人掌的生成树，且维护时access到的点一样，

于是在LCT上的链剖分与link-cut cactus维护的链剖分类似，那么在一次link-cut

cactus的access中，除了LCT的第一次access以外，每一次LCT的access都只改变

了1个环的链剖分，经过了O(1)条虚边，这就说明了，LCT的access循环总次数

是O(log n)，所以 f (n) = O(log n)，

于是这题就在每个操作O(
√

n log3 n)的复杂度内解决了。
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��ãÚ�©ã���«O3u�U�3Û�§ù��·�ØU=�¤k

�ã��¯K"

UØU�´�'%r�O>���5Qº

é¢Ã¿Ø1§Xþã¤«§�, s� t��§�duØ´{ü´»§��

�ò¦�,
:3ü^��>þ§ù´�{�"

·�uy¯KÑ3Û�"XJþã��´ó�§=¦�'%��5·��

Ø¬7£Ó��:§Ï�7óêÚ£�Ó��:ØUCe�Úr�>�a."

e¡�Ä��ã�O2´�{"

Ø�k���©ã5�§zgqÞ�����: s§l sm©U�O�5K

DFSéO2´"

·�érÑ�ù���ä¥�:ÛóIÒ§Ù¥��ó:"ØJuyó:

´�Û:��^��>/.?50�§zg·�qÞ�´ó:�Ñ>"

��c¤3:� u§qÞ�e��:� v"

XJ v��¯Lµe v´�X:Ké�O2´¶ÄKl v��óm© DFS"

XJ v®��¯µK�cqÞ�Ñ>´��ä��ä>§é�
���"

XJé��´ó�§���Ñ"Ï��kó��ãÒ´�©ã§�{�(

5�c®²y²L
"

XJé��´Û�§·�r�þ¤k> K§=r��� ¤�ùs£�

�:¤",�3#ã¥­#éO2´"

e¡5©Ûù���nd"
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��ã� G§ :����#ã� G′§·��I�y²±eü:µ

1. e G�3O2´§K3 G′¥��3"

2. e G′�3O2´§K3 G¥��3"

3y²�c§·�kxÑ��äÚ�^�ä>§=é��@�Û�"

��ä>� (u, v)§½Âs� h = LCA(u, v)"

Û��½´�O�§k�=k h�ü^�>a.�Ó§Ñ´���>"

@o?\ h�ä>�½´^��>§�þØ
 h	Ù¦: �	�>Ñ´

���>"

*	��§÷��>?\ h�±��þÙ¦?¿:÷���>Ñ�£^�

�!_��ok�«r{�1¤§��½,"

·�¡ ¤�:�#:§� ���Î�"

e G�3O2´§K3 G′¥��3"

��cã¥ s − hù�ãùÚ´»� S"

- GS ,G′S ©OL« G,G′ ¥r´» S ������#ã§w, GS ,G′S �é

ugC��ã5`��Ü{���ØC"
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Q, G�3O2´§`² G¥���Ø´���§�Ò`²
 GS ¥��

�Ø´���"�âO2´½n§GS ¥�AT�3O2´"

� GS ¥�O2´� P§e Pvk²LÎ�§K G′S ¥��3 P"

ÄK§4 PfrþÎ�Ò»�÷X�r� h§3 GS ¥ h´�X:§@où

�r�´�^Ü{�O2´§rù^O2´éA� G′S ¥§��u��r�


#:§�´Ü{�O2´"

qÏ� G′S Ú G′ ������Ó§Q, G′S �3O2´§@o G′ �AT�

3O2´"

e G′�3O2´§K3 G¥��3"

G′¥�O2´§XJvr#:§@o G¥w,�3�^�����"

XJr
#:§Ã�´�?�Ñ§?Ñ©O´�^��>Ú���>"

�Ärùü^>éA� G¥�§��>�½´Ú h�ë�@�^"

·��c®²©ÛL
 h�±�Î�þ?¿�:§��½,"@o G′¥é

#:��?�Ñ§Ò�±�â?Ñ>3Î�þ� �§��Ñ3 G¥Î�þ�

r{§�� G¥�O2´
"

?�Ú/�±uyµXJ�c´l sÑuéO2´-�
Û�§@oXJ

�3l sÑu�O2´§ ����½��3l sÑu�O2´"Ïd :�

�§éO2´�å:ØC"

3é�Û���ÿ§�
¢y�B§·�Ø/wª0/ :§
´^¿�

85P¹z�:y33±=�:���s¥"3P¹��'X�Ó�§^��

nextê|P¹�ªO2��ÿz�:��U§zùsþ� next¢S|¤
��

V�óL5£ãsSÜ�r{"Ì§S^�ã BFS5ÿÐ��ä§è�¥�¤

kó:§3-�Û��§^¿�8�¤ :¿ò�þ¤kÛ:IP�ó:\\

BFS�è�"ù��±���géO2´��m� O(n2)"

���é O(n)gO2´§ÏdoE,Ý� O(n3)"
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4.2 A^

4.2.1 Problem 1. Ã�ãiZ

K¿

AliceÚ Bob3�Ü n(n ≤ 200)�:�{üÃ�ãþ
iZ§¦�Ó6ö

�§Ù¥ AlicekÃ"

�Ð§k���<3,�: sþ"zg§��<3: u§
[�±4�<r

�Ú u���,�: vþ�"�<rL�:¬�¿K§lã¥[Èí�"ØU

ö�öÑ"

®� AliceÚ Bobv
h²§¦kõ�� s´kÃ7�"

K)

(Ø´µe�3�«����§÷v sØ´��:§KkÃ7}¶ÄKk

Ã7�"

Äk§e�3�«����÷v sØ´��:§@okÃzr�Ú£�r

�
 v¤§�Ã�Ir� v���: u=�"ù��Ão´k´�r§Ø�r�

,��X:§�5¿XJù«�¹u)§·�¢Sþé�
�^l�X:��

X:��O´§=O2´§ù��c¤`������^�gñ"

eØ�3§= s�½3����¥§@o?¿é������§,�kÃ

¦^þ�ã£ã¥�Ã�üÑ"ù�ekÃÃ´�r§`²�
,��X:§

rÑ
�^�k�à´�X:��O´§�ù^´����§sòØ23��

¥
����ØC§`² s¿��½3����¥§��c�^�gñ"

y3¯KC¤
µ3��ãp§�½=
:�½3����¥"

·�?¿é������§qÞz���:§r§lã¥í�§ww´Ä

�3O2´§XJ´K`²T:Ø�½3����¥"

5¿í���: u�§XJ�3O2´§u��ó v�½´O2´��à"

ÄK§�Äí:���ê −1§O2���ê +1§d� u, v�U��å5��ê

2 +1§��
��'�c¦Ñ����������§gñ"

ÏdéuqÞ� u§·��Il vm©éO2´=�"

Äk¦�g����´ O(n3)�"��qÞ����: O(n)§í��^�

sä�±3 O(n2)��mp�½´Ä�3l,�:Ñu�O2´"

�mE,Ý O(n3)"
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4.2.2 Problem 2. ÿÀã<:

K¿

k�Ü n(n ≤ 200)�:�ÿÀã§zÓ\�±Ó�<r�õü�\Ý� 0

�:£\Ý3z�Ó(å�â­#(�§<r�ü�:ØUkÿÀ'X¤§¦�

�õ�ÓU<r¤k:"

K)

�ÄÿÀãþ?¿ü�kÿÀ'X�: u, v§= u, v¥���±��,�

�§§�w,ØU3Ó�Ó�<r"@o·�ïá#ã G′§3¤kvkÿÀ'

X�:é�mÃ�>§L«ù^>üà:�±3�Ó�Ó�<r"

du:ê�½§���z<��Ü�Óê§�du��z�Ó<ü��Ó

ê R"

�Ä G′¥�����§w,´ R�þ."XJù�þ.�±��§�Ò¦

Ñ
��� R"

e¡·�y²§ù�þ.´�½�±���"

Äk§�Ä�ÿÀã¥¤k\Ý� 0�:§2�Ä G′¥���'X"

XJ,�:vk�ó§��<K"

XJ,�:��ó\Ý�� 0§�å<K"

y3�¹��eµ¤k\Ý� 0�:�óÑ�/ØX0
"�Äù
�ó

��m�ÿÀS§ù
�ó�¥?uÿÀSº:�£=Ø�Ù¦�óØX¤�

ó�½k��ü�"

ÄK§�@���?uº:�� u§du u3�ÿÀã\ÝØ� 0§�½�

3��\Ý� 0�: vU�� u§Q, vØX u§@o v�½�ØX
 vgC�

�ó§
�â½Â v´ØU�� v��ó�§Ïdgñ"

Q,��kü�§�¨�� x, y§Ú¨����\Ý� 0�:� X,Y§�5

��'X´ x − X, y − Y§·�U¤ X − Y, x − y§Ù¥ X,Y Ñ\Ý� 0¤±�±

�¿<�§x, y�mØ�3ÿÀ'X¤±�±��å5"

ù�zg�±N�����¦���ØC�Ü{§¿�oUN�Ñ�^�

�
ü�\Ý� 0�:���>§@oÒ�±��fÐ RÓ<rü�
"

þãy²¯¢þ�Jø
�«éÜ{)��{"

�mE,Ý O(n3)"
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5 �©ã�����

�����§´�>�Ú�����"

XJ·�3�©ã�mü>:ê����>Ö:§¦��mü>:ê��§

2òØ�3�>w���� 0§@o�����¯K�±=z�������

�¯K"

�e5·�?Ø�������¯K§=é��>�Ú�����§÷v

z�:Ñ3��¥"

5.1 KM�{

KM�{q�:ß|�{§�±3 O(n3)��m¦Ñ�������"

·�k0�ü�Vg"

�1ºI´��z�!: i©����� l(i)§éu¤k> (u, v)÷v

w(u, v) ≤ l(u) + l(v)

��fã´�3�|�1ºIe�ã�)¤fã§�¹¤k:§��3÷

v w(u, v) = l(u) + l(v)�>"

½n 2.
éu,�|�1ºI§XJÙ��fã�3����§@oT���½´

��©ã��������"

y² 2.
�Ä��©ã?¿�|���� M§Ù>�Ú

val(M) =
∑

(u,v)∈M

w(u, v) ≤
∑

(u,v)∈M

l(u) + l(v) ≤
n∑

i=1

l(i)

?¿�|�1ºIe���fã����� M′�>�Ú

val(M′) =
∑

(u,v)∈M′
l(u) + l(v) =

n∑

i=1

l(i)

=?¿�|�����>�ÚÑØ¬' M′ ��§@o M′ Ò´�����

��"
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k
þã½n§·��8IÒ´ÏLØäN�ºI§¦���fã¥�3

����"

�
�B£ã§·��Xe½Â"

du�mü>:ê��§- nL«�>�:ê"- lxi L«�>1 i�:�

ºI§rxi L«m>1 i�:�ºI§w(u, v)L«�>1 u�:Úm>1 v�:

�m>���"

kÐ©z�|�1ºI§'X

lxi = max{ w(i, j) | 1 ≤ j ≤ n }, rxi = 0

,�zgÀ���X:§������@�ÁXé�^O2´"

XJé�
O2´Ò��O2"

ÄK§·�ò�����c¤`���ä"- S!T L«�©ã�>!m

>3��ä¥�:§S ′!T ′L«�©ã�>!m>Ø3��ä¥�:"

3��fã¥µ

• S � T ′�½vk>"Ï�e�3���>§��äAT¬UY)�¶S ¥

¤k:�o´å: s!�oÚ T ¥��§¤±��>w,vk"

• S ′� T �½Ñ´���>§ÄK T ¥éA:¬l��>H{� S ′"

XJ·�� S ¥¤k:ºI −a§T ¥¤k:ºI +a§@o�5���>!

S − T ���ä¥�>�½Ñ�3��fã§S − T ′¥�Uk#�>\\��f

ã"
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ØJíÑµ

a = min{ lxu + lyv − w(u, v) | u ∈ S , v ∈ T ′ }
XJ a��§ºIò�{¶XJ a��§��fãòØ¬Cz"

��^#�> (u, v)\\��fã�§kü«�¹µ

1. v´�X:§Ké�O2´"

2. vÚ S ′¥,�:®²��§Kò vÚ§��óÑ\\��ä"

zg?UºI�§�oé�O2´§�o��ä¥!: +2"ù`²�õ?

U O(n)gºIÒUé�O2´"

zg?UºI�§��ä¥�>¿Ø¬lm��fã§Ïd·�¢�þ´

3*Ðù���ä§�Ä���où�ä"

·�é T ′¥z�: v§�o

slack(v) = min{ lxu + lyv − w(u, v) | u ∈ S }

±Bzg O(n)�ÑºI?U�

a = min{ slack(v) | v ∈ T ′ }

3��ä#\\�� S !:��ÿ§O(n)�#�e slack(v)"

3?UºI��ÿ§O(n)�z� slack(v)~� a"

����ä*Ð�,���X:§@oÒé�
O2´"

£��e§�ÐqÞ���X:´ O(n)�§zg�
éO2´�*Ð O(n)

g��ä§zg*ÐI� O(n)�o§oE,Ý O(n3)"

5.2 A^

Äk�±)û�����!��������¯K"

ÏLr>��K§��±)û�����¯K"

KM�{�ºI�.

�c��©ã�.¥§é�| lx, ly÷vµ

lxi + ly j ≥ w(i, j)
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��zµ
n∑

i=1

lxi +

n∑

i=1

lyi

KM�{¦Ñ�ºI=��Y§ù´Ï�?¿Ü{ºI�ºIÚÑ¬�u

�u��������>�Ú§
 KM¦Ñ�ºIfÐ´ù�e�"
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6 ��ã�����

6.1 ���sä

aq�©ã¥ KM�{�ºI§·��z�!: i½Â���KºI zi!

�z�Ûê:8 B½Â���KºI zB"

éu�^> e = (u, v)§- fe = zu + zv +
∑

B | u,v∈B zB§weL« e�>�"

XJéu,��� M§÷vµ

1. fe ≥ we for e ∈ E

2. fe = we for e ∈ M

3. zi = 0e i´�X:, zB = 0e B¥��>Øv |B|−1
2

@o M�½´�����"

Ï�éu?¿�� M′§Ù>�Ú�½Ø�Lµ

LIMIT =

n∑

i=1

zi +
∑

B

zB × |B| − 1
2

·�r>� we ��¤ fe ¦Ú§þª¥cö´!:ºI�z�þ.§�ö

´:8ºI�z�þ."


5¿�·���� M �>�ÚfÐ�u LIMIT§Ïd M �½´���

��"

£ùpwå5 B�½Â�©�%§�¡¬w� zB¢Sþ´éz� å5�

s�o�����"ùp�In)Ù�(5"¤

y3w5·��8I3u§Ó�é��|ºIÚ���� M§÷vþã^

�"

¡÷v^� 1, 2��|ºI´Ü{�"

¡¤k fe = we �> e|¤�ã���fã"

Ð©z�c�� M = ∅§zi = max we/2"�m©¤k zB = 0§·��P¹Ú

�o@
 zB > 0�:8"

5¿�Ð©�G����
^� 3"

·���{L§ò3÷v^� 1!2�cJe§Øä~���^� 3�:�

êþ"
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�{Ú¦�������§©� n��ã§z��ã·�3��fã¥é

O2´§Ú¦�������§ØL·�l¤k���:�åm© BFS§r:

Ûó/Ú£¤k�þ�ó:¤§^��è� Q�¤kó:§ s�sS¤k:I

P�ó:¿r#�ó:\\è�§XJé�
O2´K��O2§ÄKN� z"

�
�y^� 3§·�3���ã(å�I��o@
 zB > 0� å5�

s B§�Ò´ØÐm"Ïd·�3 BFS��ä��ÿ§rsw�:§Ø
ós

��U¬-�Ûs"

XJ��fã¥vké�O2´§��©ã KM�{¥@�N� z��§

=µ

• zi − = a§XJ i´ó:"

• zi + = a§XJ i´Û:"

,
��sSÜ¤k:a.�Ó§sS�>üàÑ +a½Ñ −a§³7¬E

¤ù^>lm��fã§$�ºIØÜ{§ù�Ò�^��c½Â� zB
"

• zB + = 2a§XJ B´ós"

• zB − = 2a§XJ B´Ûs"

ùp`�sþ��	��s£Ï�s�Up¡@Xs¤§ù�Ò�±�±s

S�>�,33��fã
"

e¡·�I��Ä a���§ØJuy´e¡o«� minµ

1. zi§i´ó:"

2. fe − we§e = (u, v)!u´ó:!v´��¯:"

3. ( fe − we)/2§e = (u, v)!u, v´Ø3Ó��sp�ó:"

4. zB/2§B´Ûs"

N´uyù�� aØ¬¦s¥�>!��äþ�>!��>l��fã¥

��§�Ø¬¦ºI�{"

·�U a�ª´3=«�¹¥�� min�5©a"

XJ´�¹ 1§@oùgUC�^� 3ò�±��÷v"
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XJ´�¹ 4§@o¬keZÛs���C¤ 0"Ûs�½Ø´�cù�Ó

/¤�§�½´cAÓ3e�§�c�3�nd´�
÷v^� 3§y3§�

�� 0
§·�Ò�±r§Ðm
"

Ù¥ a, b©OL«Ðmc!Ðm�"Ðm�ùùÛs�fsÒ¤
�c�

�ä¥�s"r¤k#�ó:\\è� Q"

XJ´�¹ 2½ö 3§Ñòk���^#�>\\��fã¥"XJ,ü

�Ø3Ó��ä¥�ó:�m\\
�^>§Ké�O2´"

ù�·�o¬é�O2´"ù��ã(å�§2r��äþ¤k��� 0

�ósÐm§?\e��ã"

�mE,Ý O(mn2)"

^aq�©ã¥��o slackCþ��{�±�� O(n3)"

6.2 A^

6.2.1 Ã�ã¥Ie4
¯K

K¿

�½�Ü n(n ≤ 200)�:�{üÃ�ã§>k>�"é�^�á�µ4´

»§²L¤k>���g"

K)

·���u�\���>§¦��ã�3î.£´£=z�:ÝêÑ´ó

ê¤§Ù¥#\�>�>��ü:m��á´"

^ Floyd�{ O(n3)¦Ñ¤k:�üü�á´§¯K=z�Ýê�Ûê�:

�m��������§r>�Ñ^���ê~��=z������"
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7 o(

·�?Ø
o«a.�����¯K§l����������§l�©

ã���ã§z�a¯KÑ0�
�
õ�ª�{"

·�uy§���{�Ø%3uéO2´§�����ÏLºI�.�½

§Ý�±=z�����¯Kl
�±)û"

¯¢þ§ã����SN�Ø�ù
§�kéõ��p���{±9�


é��¯K�ïÄ{§�©¥vk0�§k,��Öö�±g1ïÄ§F"�

©Uå��<Ú���^"

8 a�

a�¥IO�ÅÆ¬JøÆS��6�²�"

a�½pº!��`!H¡R!Û�¶!{1ô!�[Ò!ÜU�ÓÆ3

Ø©��þé·��Ï"

a��Ï¥�ö!M1²P�é·�-�"

a��g¥Æ�ÓÆ�é·��Ï�|±"

a�·��<é·�'%Úì�"

ë�©z

[1] Wikipedia§Berge’s lemma

[2] Wikipedia§HopcroftõKarp algorithm

[3] Matthew Kusner§5Edmonds’s Blossom Algorithm6

[4] Zvi Galil§5Efficient Algorithms for Finding Maximal Matching in Graphs6

[5] 4[Z§5�{¿m\�²;6§�u�ÆÑ��

[6] �á#§5CodeForces VK Cup 2012 Round 3 D. Minimum Diameter6

[7] ��`§5�����6

[8] �Ór§5Ã�ã����sä�{6
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f!&EÆ¿m¥�Ôn¯K É²1�¥Æ �g�

f!&EÆ¿m¥�Ôn¯K

É²1�¥Æ �g�

Á �

�XCc5Æ�¿m�uÐ§��Æ��'XC�����"�
Ôn¯

K�m©Ñy3&EÆ¿m�'m¥"&EÆ¿m¥�Ôn¯K¤^��Ôn

�£Ø¬�E,§��Ñ�êâ  �k&EÆÚç§=êâþ�
E,§Ø

��U^<MO�"ØL²L�
Ôní�  �±¦¯K��{z"�©ò

©O©Û&EÆ¿m¥�$ÄÆ!ÄåÆ!·åÆÚ>^Æ¯K§ÏL�
~

K©ÛÙ¥%¹�Ôn�£±9lÔn¯K�&EÆ¯K�=z'X"

1 &EÆ�$ÄÆ

/$ÄÆ0ù�¶¡Ú�¡�0��/ÄåÆ0é�q§�´¿Ø´Ó�

a¯K"$ÄÆ¯K¿Ø�9ÔN�Éå§Ì�ý­u £!�Ý!\�Ý!

�m�m�'X"&EÆ¥�$ÄÆ¯K��I�klÔnþé$Ä?1©Û§


�êâ'�E,§I�^O�Å9ÏO�"Ù¥I��Nõ�£3¥Æ�Ô

n�á¥®k�9§ùpÒk{ü0��e"

 £�Ý\�Ý

ÔN3$ÄL§¥� �r£\oL«¥þ¤��mt�Cz'X�Lã�µ

r = r(t)"lr(t)�r(t + ∆t)Ú�¥þ¡� £¥þ§{¡ £"=µ

∆r = r(t + ∆t) − r(t)

∆r�Ñ�´�ã�mS�:$Ä�o�J§�±Ú\²þ�Ýv̄ =
∆r

∆t
"

�
�[�/£ã$Ä§�∆t → 0§�±��]��Ý§=�Ýµ

v =
dr
dt

(1)
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Ó��§·��±Ú\]�\�Ý§=\�Ýµ

a =
dv
dt

=
d2r

dt2 (2)

²¡­�$Ä

�:3��²¡þ$Ä  �9��IX�©)§e¡ò0�~��ü«

�{"

���IX©)

éu���½����IXOxy§�:� �¥þr�±©)�µr =

xi + yj§Ïdù�$Ä�§kü�©þª:

x = x(t), y = y(t) (3)

ùÒ¿�X²¡$Ä��©)�
ü���$Ä"Ó�/·�kµ

vx =
dx
dt
, vy =

dy
dt
, (4)

ax =
dvx

dt
, ay =

dvy

dt
(5)

�,�Ý��±^ü�©�Ý5Ü¤§=µ

v =

√
v2

x + v2
y (6)

�±$Ä

��å´�«~��;��å"ïá4�IX§�: ��±d�é�%

=L��θÚ���»R��(½"ù�·�=�Ú\��ÝωÚ�\�Ýβ�V

g§=µ

ω =
dθ
dt
, (7)

β =
dω
dt

=
d2θ

dt2 (8)
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y3·�25?Ø £"�$Ä¥ £½��dr§~~U�dl§�±©)

���Ú{�£{�¬Úå�»�Cz§�´ùp?Ø�´Ã¡�þ§�±�

Ñ¤§Ù÷�����ÝK��dlτ"|^AÛ'Xdlτ = Rdθ§¿(Üv =
dl
dt
§Ù

÷�����ÝK��vτ§��µ

vτ =
dlτ
dt

=
Rdθ
dt

= Rω (9)

|^v = vτ + vr=���{�©þvr"�u\�ÝùpÒØ��[?Ø"

e¡Òò|^±þ�úª©ÛA�'�²;�$ÄÆ¯K"

1.1 Just a Joke 1

1.1.1 K8�¿

3���»�R��þG:3±v1��Ç!��±$Ä"B:l�%OÑu

±ð½�Çv2£v2 ≥ v1¤J`§�?¿��G!B!O©ª�±3Ó���þ"

¦B:JþG:¤I²L�´§d"

1.1.2 ©Û

�B:$Ä��m�T"duB:�!�$Ä§d = v2 · T"
�,ù¿Ø´���±$Ä§�G:��±$Ä�B:��Ý�G:�

Ó"Ø��Ä�òB:�$Ä©)�»�$ÄÚ��$Ä"G:=Ä���

Ýω =
v1

R
"¤±B: uål�%r?�§B:����Ývτ = ω · r =

v1 · r
R
"

duB:�Ç�v2§Ù»��Ývr =

√
v2

2 − v2
τ = v2 ·

√
1 − v2

1r2

v2
2R2
"|^dt =

dr
vr
§

1hdu 4969, 2014 Multi-University Training Contest 9
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B:�$Ä�m�±ÏLeª�Ñµ

T =

∫ R

0

dr
vr

=
R · arcsin

(
v1r
v2R

)

v1

∣∣∣∣∣∣∣∣

R

0

=
R · arcsin

(
v1
v2

)

v1
(10)

Ïdd = v2 · T =
R · v2 · arcsin

(
v1
v2

)

v1
"

�d§ÔnÜ©�©Û®²(å"dK&EÆ�Ü©��N´§�I¦^

íÑ�úª�\O�=�§ü|ÿÁêâ�mE,ÝO(1)"

1.2 Magic 2

1.2.1 K8�¿

kn�<Ð© u��>��l��n>/�n�º:§±�Ó�ØC�Çv�

JÅiZ§�z�<©ªéO¦^����e��<$Ä"¦JþI���

m"

3©Û�c§Ø�k5w���dK�'�²;Ôn¯K"

1.2.2 ²;¯K

Xe�ã¤«§k4�<A!B!C!DÐ© u��>��l���/�o�

º:§±�Ó�ØC�Çv�JÅiZ§�z�<©ªéO¦_����e��

<$Ä"¦JþI���m"

2POJ Challenge Round 5 A
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1.2.3 ²;¯K){1

*	N´uy§4�<©ª¬?3,���/�4�º:þ§�´��/3

C�"�ª¦�ò¬��u��/�¥%"

ù�Ò�I�Ä��<�¥%ë����$Ä"w,ù´��!�$Ä§

©�Ývr = v · sin
π

4
"
�¥%�Ð©åld =

l
2sinπ

4

"Ïd§

t =
d
vr

=
l
v

1.2.4 ²;¯K){2

,�«g´´��Ä���ü�<§¦��m��é�Ý=�ü�<ë�

��©�Ý��§=∆v = v − v · cos
2π
4

= v"Ïd§

t =
l

∆v
=

l
v

1.2.5 2©Û

e¡Ò2£�·��&?�~K"

N´wÑ§��òþ¡2«){�Ý¥�4O��n=�§l
�Ñ±eü«

){"�u&EÆ�Ü©§��I@^úª=�§�mE,ÝO(1)"

1.2.6 ){1

vr = v · sin
π

n
, (11)

d =
l

2sinπ
n

, (12)

t =
d
vr

=
l

2v · sin2
(
π
n

) =
l

v
(
1 − cos2π

n

) (13)
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1.2.7 ){2

∆v = v − v · cos
2π
n
, (14)

t =
l
∆v

=
l

v
(
1 − cos 2π

n

) (15)

1.3 w13

1.3.1 K8�¿

k���w¬�l(0, 0)Ñuw�(X,Y)"�ù�¬/¡�y©�n�«�§

©.�Ñ�x¶²1§1i�«���vi"¦��8I:��I�^��m"

Ó�§Ø��k5w��Ôn¥�²;¯K"

1.3.2 ²;¯K

X�ã¤«§�¥��A��W�ål�d§�W>k

�:B§B�W���A:ål�l"�<gA:Ñu§��

�B:"®�¦3Y¥iY��Ý�v1§3Wþ1r��Ý

�v2 £v1 < v2¤"�¦¦dA�B¤^��m�á§¯d<A

�XÛÀJÙ$Ä´�"

1.3.3 ²;¯K©Û

dKw,I�3WþÏé��=ò:C§¦�klAi�C2lCr�B^�

�á"�C�W���A�ål�x§K^�T (x) =

√
d2 + x2

v1
+

l − x
v2
"�á^�

AT´T¼ê3[0, l]þ����§Ïd¦Ñd¼ê�4�:µ

dT
dx

=
x

v1

√
d2 + x2

− 1
v2

= 0 (16)

)�µx =
v1 · d√
v2

2 − v2
1

§ù´��4��:"¤±dK�YÒÑ5
µ

3bzoj3695
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�el ≤ v1 · d√
v2

2 − v2
1

§K�I��lAiY�B¶

�el >
v1 · d√
v2

2 − v2
1

§KIkiY��W��ålA
v1 · d√
v2

2 − v2
1

?2r�B"

�,ù´|^�ê?1�©Û§Ù¢��±|^�
C�¦�(JC�

��{'"�AC�R�W���Y��θ§K(16)�±U��µsinθ =
v1

v2
"|

^sin
π

2
= 1��µ

sinθ
sinπ

2

=
v1

v2
(17)

5¿�(17)�1�ò�½Æaq"¯¢þ§<�iYÚ1rÒ��u13ü

«0�¥�$Ä§
�c�©ÛL§Òaqu1DÂ�¤ê�n§Ïdù�K

�(J�Ò��u/ò�½Æ0"

1.3.4 2©Û

e¡Ò£��&?�~K"

�â/ò�½Æ0§�
^��á§l1i�«�B�1i + 1�«��§\�

�Úò��A÷v
sinθi

sinθi+1
=

vi

vi+1
"

�ddK��e&E?§�Ü©"N´wÑ§Ð©\����§�Ñ1n�

0���î�Ixn��"Ïd�I�©Ð©\��§é���Ü·��Ý¦�

�Ñ1n�0��xn = X=�"�,5¿Ð©\��ØUL�§�¦�éu?¿

�1 ≤ i ≤ n÷vsinθi < 1§Ø,31Æ¥1ò¬���½��x ¶��Ã¡�

?"

�mE,ÝO(kn)§Ù¥k��©gê"
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2 &EÆ�ÄåÆ

ØÓu$ÄÆ§ÄåÆ�K8Ì�©Û�´$ÄÚå�'X"&EÆ¿m

¥�ÄåÆ�K8��$ÄÔNêþ�õ§�~~Ñy-E�¯K§wq'�

E,ÃleÃ"e¡Ø�k5£��e-E¤�9��
½Æ§l
é�)û

¯K�å»"

Äþ½n�ÄþÅð½Æ

�þ�m��:§3,.5X��Ý�v§�éd.5X�Äþ½Â�

p = mv (18)

�:XÄþ½n=£FL«Ü	å§p =
∑
pi¤µ

F =
dp
dt

(19)

u´BkXe�ÄþÅð½Æµ

Theorem 1. eL§¥Fð�"§KL§¥p�Åðþ"

ÄþÅð½Æ�k©þüÕÅð��¹§=µ

Theorem 2. eL§¥Fxð�"§KL§¥px�Åðþ"

ÄU½n�ÄUÅð

�é,.5X½Â�:�ÄU�µ

Ek =
1
2

mv2 (20)

ùp=�ÑØ�ÄSå�õ��:XÄU½n"ò¤k	å�õ�ÚP

�W§�:XÄUOþP�∆Ek§Kµ

Theorem 3.

dW = dEk, W = ∆Ek (21)

w,§eL§¥dWð�"§KL§¥Ek�Åðþ"
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-E

y3Ò5�ÄXÛ|^±þü�Åð©Ûü�ÔN��5-E§=÷vÄ

UÅð�-E"

���5-E

�:1Ú2-Ec��G�©O3þã(a)(b)¥«Ñ"�âÄþÅðÚUþÅ

ð��Ñe��§|µ

m1v1 + m2v2 = m1v10 + m2v20

1
2

m1v2
1 +

1
2

m2v2
2 =

1
2

m1v2
10 +

1
2

m2v2
20

êÆþ��ü|)§�ÔnþÙ¥�|éA-c$ÄG�§,�|�-�

�G�§=µ

v1 =
(m1 − m2)v10 + 2m2v20

m1 + m2
, (22)

v2 =
(m2 − m1)v20 + 2m1v10

m1 + m2
(23)

e¡5w�eAÏ�¹µ

�em1 = m2§Kv1 = v20§v2 = v10¶

�em2 � m1§�v20 = 0§Kv1 = −v10§v2 = 0"

�±uyù
AÏ�¹�©{'`{§e¡�~K¥Òòk¤A^"

���5�-E

���-E�Iò���ÄþÅð�§¥��ÝU

�¥þ=�"�´�Ý¥þv1Úv2�)òäkØ½5§

�ÏÒ3uÔN��:z"

eU�âÔN�AÛ/G(½Ù-E��§KR�-E����ÝØC§

-E��þw������5-E=�"

k
±þ�{§e¡Ò5©ÛA�~K"

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 183



f!&EÆ¿m¥�Ôn¯K É²1�¥Æ �g�

2.1 DZY Loves Physics I 4

2.1.1 K8�¿

k�^Ã���1wY²;�§Ð©kN£N ≤ 105¤��Ó��¥3Ù¥

$Ä§z��¥ÑkÐ© �x!Ð©�ÇvÚ$Ä��£���½���¤"�

�¥�\�Ý�a§K?¿��¤k�¥�$ÄÑ÷va · v = C£C��½~ê¤§

��¥m�-Eþ��5-E"�kQ£Q ≤ 105¤gö�§©�üaµ�2\

\���¥¶�Î¯��T1K���Ç�"

2.1.2 ©Û

�þ�Ó��¥���5-EáuAÏ�¹�§�¬���Ý§�Ç�Ø

u)Cz§
ù�KÎ¯�qTT´1K���Ç§Ïd-EØK��Y§�

±�Ñ"ùw,´��éu¯K�ã�{z§ùÙ¢ÒC¤
��$ÄÆ�¯

K"

éu���¥§a · v = C§=
dv
dt
· v = C"dd��µ

d(v2)
dt

= 2C (24)

)�v2
T = v2

0 + 2CT§�Ò´`�¥�Ç�²�Ñ´þ!O\�§�¥m�

�Ç��'XÙ¢Ø¬UC"¤±�Î¯�Ù¢´Ð©�Ç1K���¥"ù

�^Nõ²;�êâ(�Ñ�±¦Ñ§ùpÒØ�ã"

�mE,ÝO((N + Q)log N)"

2.2 Billiards 5

2.2.1 K8�¿

�Ñ��W × H�Ý/¥�±9n£n ≤ 22¤��»�r!�þ����¥�

�I§�m©§�Ñ·�3¥�þ§¿�Ø¬k¥Ú¥!¥Ú�>bÜ��¹"

y3�1Ò¥��Ð�Ý§¯31m£m ≤ 50¤g-Eu)�§¤k¥��I"

4bzoj3570
5POJ Challenge Round 5 C

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 184



f!&EÆ¿m¥�Ôn¯K É²1�¥Æ �g�

-E�)¥Ú¥-E!¥Ú?¿�^�>-E"�yØ¬küg-EÓ�u)§

�¥��þ��u¥���þ"

2.2.2 ©Û

duêâ����§Ø��Ä�å�["��éÑ¤k�U�-Eu)�

�m§À��������e�g-E=�"

�e�¯KÒ´-E��Ý�UC"¥�¥��-EáuAÏ�¹�"-

E��w,R�u�>§u´R��>�Ý��§²1�>�ÝØC=�"¥

�¥�-EáuAÏ�¹�§-E���¥%ë���§Ïd-E�����

Ý§R�-E���ÝØC"�±wÑ§Ôn�í��4�/{z
dK�©

Û"

duzg�U�-Eê´n2�§�mE,ÝO(n2m)"
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3 &EÆ�·åÆ

·åÆÌ�©Û�´ÔN�²ï§��©Û�ª��@´§ý­uéÔN

Éå!­% ���©Û"e¡Ø�k5w�eÔN�²ï^�"

ÔN²ï^�

ùp·�&?N´�
��¹§=�:åX�^eÔN�²ï^�"ù3

¥ÆÔn�á¥�®�9§=ÔN¤ÉÜ	å�u"")K�  �Ä���

IXe�©þ/ª§=µ

∑
Fx = 0,

∑
Fy = 0,

∑
Fz = 0 (25)

��ÔN�²ï�IÜåÝ�"§d?ÒØ�ã"

­%

­%��=�%"�:X¤É­å����u�^u�%þ���å"

�N��:XÚ��:� �¥þ�r1, r2, ..., rN§1i��:�þ�mi§K

½ÂT�:X��% �rC�µ

rC =
1

∑N
i=1 mi

N∑

i=1

miri (26)

ùÙ¢��u±�þ��­�\� �²þ�"��%�½Â´��¥þ

L�ª§g,�±�ÑÙ©þª§ùpÒØ�Ñ"

��5¿�´§þ!ÔN��%Ò´ÙAÛ¥%"e´E,ÔN��%§

�±�ÄòÙ©)�'�´u¦Ñ�%�AÜ©,�2|^½Â¦�oN��

%"

e¡Ò|^±þ�£5©Ûü�~K"
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3.1 Öæ6

3.1.1 K8�¿

N£N ≤ 1018¤��Ó���M�ÖU�3S÷§¦²ï��þ¡�@��

ÖU�ÑS¡����ÝL£Ö�þÝØO§þ�Ö�­%7L ue�Ö½S

¡>�±S¤"

3.1.2 ©Û

dKÖÉå'�{ü§²ïÌ��9­% ��©Û"N�Ö�­%TÐ

á3S¡>�w,´�`�£��âK8�¦�Y�UI�~1¤"rLw�´

��'uN �¼êL(N)§L(1) =
M
2
"

b�®²¦Ñ
L(N − 1)"Ø�r1N�Ö�3�.�§�Ù�Ñ>�l§

K�
�`§þ�N − 1�Ö�­%ATÐá31N �Ö�m>�§=L(N) =

L(N − 1) + l"�
¦�cN�Ö­% uS¡>�§��Ñ±e�§µ£ª¥m

L«��Ö��þ¤

m ·
(
l − M

2

)
+ (N − 1)m · l

N · m = 0 (27)

)�µl =
M
2N
"¤±§

L(N) =
M
2

N∑

i=1

1
i

(28)

�ddKÔn�Ü©®²(å§�e�Ò´�{?§¦ÑH(N) =

N∑

i=1

1
i
"

éu���N �±�å§�mE,Ý�O(N)¶éu���N§�±|^î.~

êγ ≈ 0.5772156649?1Cq§=H(N) ≈ ln N + γ§�mE,Ý�O(1)"

6bzoj2048, 2009c8Ôè��
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3.2 Water Tanks 7

3.2.1 K8�¿

kN�.¡Èþ�1��ÎNìg��mü¤��§pÝ®�§�Ø1�

�Nìm�	�{�Nìþ�µ"��ü�NìmkNÈ��Ñ�[+�ë§

�[+l��mpÝ4O"®�	.íØ����íØ§Y¡±eD?�YØ

�0.097D��íØ§µ4íN�íØ�NÈ�¦Èð½"¦1ÒNì�5÷�

�5\�Yþ"

3.2.2 ©Û

Ø��1i�NìpHi§Ù¥Y �hi§ë�NìiÚi + 1�[+pÝ�ai£d

K¿ai < ai+1¤§Kµ

�±uy§�hi < ai�1i+1�Nì¥�½vkY¶�0 < hi+1 < ai�hi = ai¶

�hi+1 ≥ ai£�
�yNìi + 2¥vkY§L÷vai < ai+1¤�§1i �Nì¥

�íNÒ�±w�´�µ�§��¡Nì¥�íNØ2k'X§��±Ø2�

Ä"

Ïd§�±�Ä�gqÞi§whi+1 = ai�1ÒNì´Ä®÷"�ä�ª�±

|^Ør�²ï§�Ò´�c¤ã�,�:?Éå²ïµ

e1ÒNì�÷�3pÝai?�YØ�uhi+1 = ai�i + 1ÒNì9��Nì¥

�µ�íN�Ør£ù
íNØr��p§NÈ��V¤§=µ

0.097(H1 − ai) + 1 > p

K1ÒNì��÷§�±qÞe��i§pÚV|^¦Èð½�^��A?U=�¶

ÄK1ÒNì®÷§I�ähi´ÄU��ai§l
¦Ñ�ª�hiÚhi+1"äN�ä

Ú¦)�{�þ¡aq§ùpÒØ�ã"

ù��IqÞ�H§�mE,ÝO(N)"

72007 ACM-ICPC World Finals I
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4 &EÆ�>^Æ

>^Æ¥ð½>6�K8é·Ü|^?§)û§�®²êgÑy3&EÆ

�'m¥"�,&EÆ¿m¥�ð½>6K8>´��E,§êâ�Ø�äk

5Æ§ØN´��)û"e¡�k£��eÔn)K¥~^��
�{§l


Ïé)û¯K�å»"

ê>Ø{

>´¥?¿ü:m>³eü�uë�ùü:�?�|´þ�>´��>³

eü�Ú"~XXþã¤«�>´¥§�Ñë�a!bü:��^|´"�a:>

Ø�Ua§b:>Ø�Ub§Kµ

Ua − Ub = I1(r1 + R1) + E1 − I2(r2 + R2) − E2 + I3R3 (29)

¯¢þùéuµ4£´�´�(�§�Ò´�¡�J��Ä�¿Å£´>

Ø�§"

Ä�¿Å½Æ

Ä�¿Å1�½Æ

Theorem 4. ®Üu?�!:?��>6��êÚ�u"§=
∑

I =
∑

Iin +
∑

Iout = 0 (30)

±þ¡�Ä�¿Å1�½Æ§q¡!:>6�§"éu��äkn�!:�

õ£´>´§B��Ñn − 1�Õá�!:>6�§"
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Ä�¿Å1�½Æ

Theorem 5. >´¥�?�4Ü£´��Ü|´þ�>Ø��êÚ�u"§=
∑

U =
∑

(±E ± Ir ± IR) = 0 (31)

±þ¡�Ä�¿Å1�½Æ§q¡£´>Ø�§"ª¥EÚIc¡��KÒ

�â£´71��û½"Õá�§��ê�u>´�Õá£´��ê"

Y − ∆>´�����

E,>´¥~~¬��>{ë¤Y/½∆/§Xeã¤«"eU
òü«ë

���C�§Ò�UC�Ñ{ü�G¿é§l
{zO�"

¤¢/����0§ÒA�±>´¥Ù{Ü©3n�à:�>³U1!U2!

U3±96²nà:�>6I1! I2! I3�Ü�Ó"

ã(a)¥|^ê>Ø{Ú!:>6�§��µ

I1R1 − I2R2 = U1 − U2,

I1R1 − I3R3 = U1 − U3,

I1 + I2 + I3 = 0

�)�µ

I1 =
(R2 + R3)U1 − R3U2 − R2U3

R1R2 + R2R3 + R3R1

ã(b)¥µ

I12 =
1

R12
(U1 − U2), I31 =

1
R31

(U3 − U1)

I1 = I12 − I31 =

(
1

R12
+

1
R31

)
U1 − U2

R12
− U3

R31
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�
¦I1�Ó§ÕáëþU1!U2!U3�Xê��=�"Ïdk(Øµ

R12 =
R1R2 + R2R3 + R3R1

R3
, (32)

R31 =
R1R2 + R2R3 + R3R1

R2
(33)

^aq�{��±)�µ

R23 =
R1R2 + R2R3 + R3R1

R1
(34)

�C��N´ddíÑ§ùpÒØ�ã"�´��5¿�´§�±rTC

��(J^>�£>{��ê¤gL«µ

gi j =
gig j

3∑
k=1

gk

(1 ≤ i, j ≤ 3, i , j)

ùpÒ�±aÉ�ÔnÆ�`{�?"��þª�/ª�±í2���´

u¦^�n��/Y − ∆C�0§=µ

gi j =
gig j
n∑

k=1
gk

(1 ≤ i, j ≤ n, i , j) (35)

�©ÒòA^�ù«C�"

k
±þ�{§e¡Ò5©ÛA�~K"

4.1 >{8

4.1.1 K8�¿

�¬>´�kN£N ≤ 100¤��:ÚM�üàÑ�3�:þ�>{£>{

��K�ê¤§¦�:1Ú�:Nm���>{"

4.1.2 ©Û

¦��>{�±¦^56{§=31Ò:Ï\1A>6§3NÒ:6Ñ§ù�

=�ò¯K=z�¦U1N"-UN = 0§KU1N = U1"

8poj3532
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ÄkAÜ¿{��0�>{ë���:§��¿é�>{��Ü¿",��

Ä�Ñ�§"�u�£´>Ø�§��E,§�´�Ä(Üê>Ø{Ú!:>

6�§"�
L«{BØ�¦^>�"

�ë�i! j�:�>{þ6L�>6�Ii j§K�âê>Ø{§kIi j = (Ui −
U j)gi j"�Ä�:i�!:>6�§��µ

∑

j,i

U jgi j − Ui

∑

j,i

gi j = −Ii (1 ≤ i < N) (36)

Ù¥I1 = 1A§éuÙ§�i§Ii = 0"ù��kN − 1���êÚN − 1��§§

^pd��=�)�U1"�mE,ÝO(M + N3)"

4.2 >{�ä9

4.2.1 K8�¿

3��kN£N ≤ 50000¤�!:�ä¥§z^>þÑk��{��R =

10000Ω�>{§¤k�f!:ÑÏL��{�Ó��R�>{�/"®�ä�

��ó�ÝØ�L50"�kM£M ≤ 50000¤gö�§©�ü«µ

�3uÚv�ë>þGé�����wÏ�K4��u�>
¶

�Î¯:u�c�>Ø£��/?>Ø�0¤"

4.2.2 ©Û

dK�Ì��«O´\\
>
§��Î�±^aq��{�ª©Û"

Äkdu�f!:�/>³®�§Ø�ò���?¿���f!:§�

�root"�d�:i�¯f8Ü�soni§I�� f ai§Ýê�degi§>³�Ui§ë

� f ai�i�>þ>
>³�Wi§K4��i§d f ai6�i�>6�Ii"Ø�k�

Äsoni , ∅��¹§>.�¹�����Ä"dê>Ø{Ú!:>6�§µ

IiR + Wi = U f ai − Ui,

IxR + Wx = Ui − Ux(x ∈ soni),∑

x∈soni

Ix = Ii

9bzoj2805, CTSC2012 day1
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��I)�µ

Ui =
1

degi

U f ai −Wi +
∑

x∈soni

(Ux + Wx)

 (37)

�±5¿�UiÓ��I��U f aiÚ¯f�Ux�'§Î¯��ÿØN´��

¦Ñ"u´=
�ÄUÄíÑ��U f ai�Ui �4í'Xª§Ï�@�Î¯��

ÿÒ�±��l�!:rootm©�å4í
"N´wÑUiÚU f aiA´�5�'

X§�Ui = KiU f ai + Bi§Ù¥KiÚBi´��iÚi�¯f�'��ýk¦Ñ�Xê"

w,Ux = KxUi + Bx£x ∈ soni¤§@o�\(37)��µ

Ui =
1

degi

U f ai −Wi +
∑

x∈soni

(KxUi + Bx + Wx)



)�µ

Ui =
1

degi −∑
x∈soni

Kx
U f ai +

∑
x∈soni

(Bx + Wx) −Wi

degi −∑
x∈soni

Kx

⇒ Ki =
1

degi −∑
x∈soni

Kx
, Bi =

∑
x∈soni

(Bx + Wx) −Wi

degi −∑
x∈soni

Kx
(38)

���k>.�¯K§=éu±root���ä��f!:i§Ù¢i�e��

�u�
��>³�0�!:§=degi = 2§
∑

x∈soni

(Ux + Wx) = 0§¤±kµ

Ui =
1
2

U f ai −
Wi

2

⇒ Ki =
1
2
, Bi = −Wi

2
(39)

ù�¤kKÚBÑ�±¯k4íÑ5§Î¯��ÿ�±zgO(L)£L�ä�

��ó�Ý¤4íUi§
?UWi��ÿ�I3?U:u���´»þ�å­#4

íKÚB=�§üg4í��±��O(L)"

o�mE,ÝO(N + QL)"
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4.3 ���10

4.3.1 K8�¿

k��N£N ≤ 10000¤�!:�z�!:Ñ´������ä§z���

�dn^��Ñ>{���£½�!:¤|¤§ä�z^>Ò´I��n^�

��¯f�n^��üüë>{|¤�3 × 3�>{�ä"�kQ£Q ≤ 10000¤

gö�§©�ü«µ

�?U,�>{�{�¶

�Î¯,ü^���m���>{"

Ù¥{�þ±>�g£0 < g ≤ 10¤�/ª�Ñ"

4.3.2 ){1

�±)�§�å¦)��>{§�{Ó~4.1"�mE,ÝO(Q · 27N3)"

4.3.3 ){2

){1�¯K3u>´ã:êLõ"y�ÄUÄÏLn�/Y − ∆C�0¦�

Î¯�ü�������ë"

½Â���x�ë���8Ü�S (x)§Trans f orm(x)L«±x�¥%?1�

g/Y − ∆C�0§¦�xØ�?Û���ë�S (x)¥���üüë>{�¤�Ü

��ã"äNC��ª�(35)"�â>��5�§ü�ØëÏ�:�±w��

k>��0�>{§ü:m¿éõ�>{�Iò>��\"|^ùü:§ù�

/Y − ∆C�0�±éN´/^§S¢y"

�
�B§k��Ää´�^ó¿�Î¯�ü����3ù^ó�üà�

�¹"

10bzoj3556, CTSC2014 day1
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Xmã¤«����kn�����ä":A!B!

C!D!E!F!G!H!Iþ�������§7Ú�ë>

´�5�>{§
bÚ�ë>´#O�>{£�±w�

Ð©>��0�>{¤"�Trans f orm(D)�§N´uy>

´¬C�e�ã¤«£�,ë>>�¬kO\¤"d�

2Tran f orm(E)ÚTrans f orm(F)§Ò¬uy¬C�em

ã¤«§��´n���J))A!B!Cn:���G!

H!In:�ë"¤±éu�^���ê�u3�ó§�

�Iõg?1þãC�L§=�¦�Î¯�ü����

���ë"d���)��5 × 5��§|=�����>{"

u´y3¯KC�XÛò��äC��^Î¯�ü���� uüà�ó"

Ù¢ù�þ¡�L§�´aq�"Xe�ã¤«§l�f!:£����D!

E!F¤m©�gTrans f orm(D)!Trans f orm(E)!Trans f orm(F)§Ò¬uy�f

!:aqu/Â 0�
I�!:þ§(JXemã¤«"Ïd��rÎ¯�

óëÑ�fä�Ü/Â 0�Î¯�óþ=�"

duTrans f ormL§k�½�~êk£ùp�^��p�8��/Y − ∆C

�0§
n���mE,Ý�O(n2)¤§���{��mE,Ý�O(Q · (kN + 53))"
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4.3.4 ){3

Ù¢ÏL){2§®²�±uyù�¯KÒ´��?U>!�ofä&EÚ

ó&E�K8"Ø��Ä¦^Link −Cut Tree5?1`z"

�
�B§�±3Link − Cut Tree¥\\N − 1�L«>�:"L«>�:

�o3 × 3�>{>§L«����:�o3^���më��3�>{=�",

	éuz�:�I��oJ>ë�:/Â 0��)���>{§ù�Ò�±

�ofä&E
"Î¯��ÿ�Ù§K8Link − Cut Tree�óÎ¯�vk��

�«O§�´óþ�&E��E,§Ü¿&E�è��"���Î^pd��

)�e�§|=�"

�mE,ÝO(k(N + Q)log N + 53Q)§�±ÏL�ÜÿÁêâ"

5 o(

d±þAÜ©�~K�±wÑ§&EÆ¥�Ôn¯Kwþ�(¢��E,§

�´²L�
Ôn£�U^��½�p�êÆ¤í�Ò�±¦¯K��^��

úª)û½ö=z�&EÆ¥�²;¯K§l
¦�¯K�±¯�/)û"ù

QNy
ÔnÆ�`{§�Ny
&EÆ�O(p�"

ù�w5§Æ��Æ��m�.�Ù¢¿vk@o©²§ØÓÆ��(Ü

�N¬¦�õ#g´!#�{�)"ù½Nò�·�d��ÆS�5�
é

«"
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¿��K¡ÁK?Ø

�ë½1��o¥Æ uV²

Á �

2015c8Ôèpÿ1Ê|¥§���DÚK�·Kg´ÚK8©Û"

1 K8�¿

DÚK§Ø�ÑK¡§��Ñ10|Ñ\ÑÑêâ"

�m��1¦§S���128M§vkSpecial Judge"

2 oN©Û

2.1 ·KêÅ

Cc5§&EÆ¿m�K8a.C�õ«õ�§�ÀÃ�¡�/DÚK�

Ü�0�ÅÿÁ:©Û��DÚK�ëY3üc�Á-E¥Ñy£WC2014�(

½Å§ÚWC2015�5§S¤§Úu
�[é��'5"

©Ûùü�K8���§/�(½Å0´�Ñ§SÚÑÑ§¦?¿���U

�Ñ\§/�5§S0´�Ñ§SÚÑ\§¦§�ÑÑ"ü�K�k�g�J

:§~X/�(½Å0�§S´ÏLç��Ñ�§I�ÀÃÃÄ©Û¶/�5§

S0�Ñ\¬¦§S$1��~ú§I�ÀÃ�é��©Û`z"

5¿·��n���µÑ\!§SÚÑÑ§�Ñ?¿ü�Ñ�±4ÀÃ¦

Ñ�e���"/�(½Å0¦�´Ñ\§/�5§S0¦�´ÑÑ§ù�/¿

��K¡0Ò´�ÑÑ\ÚÑÑ¦§S"
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2.2 �©�O

ù�K8�,±DÚK�/ªµÿ§Ù��%´I�éz|Ñ\ÑÑêâ

©O©Û§AT¡���DÚK"

3ù�Kþs¤��m�õ§���©êÒ¬�õ§²þz10©¨ATÒ

U��10©"

2.3 8Ôèpÿ�©�¹

1<90©§3<70©§2<60©§2<50©§1<20©§2<10©§Ñ$uýÏ

�¹"

2.4 UOJº��©�¹

pÿ(å±�§3Universal Online Judgeþ?1
º�'m§�¤k<m�§

�©�¹Xeµ2<90©§4<80©§3<70©§2<60©§1<50©§1<40©§

4<30©§1<20©§5<10©"

2.5 �©o(

éu¢S��¹§²þz15*30©¨ATÒU��10©"ù�UwÑÑK

<éu©ê��Oé�Upu¢S�¹"

3 K8){9·Kg´

3.1 ÿÁ:1,2,3

ùn�ÿÁ:��Ó:´§Ñ\©��k���ê§ÑÑ©�´���?

�½n?�G"

ù
ÿÁ:�Ì�·Kg´´�	ÀÃ�é5ÆUåÚé��(�©Û�

{£~X§*	ÑÑG��ÝÚ¹k�êi�'~�¤"

3.1.1 ÿÁ:1

Ñ\´22§ÑÑ´�Ý�222��?�G§Ù¥0Ú1�Ó��"
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lÞm©ÖN´uy²w�5Æ§l
�ÑÑÑG��E�ªµÐ©G

´”0”§zgrG���3�Ü"

3.1.2 ÿÁ:2

Ñ\´33§ÑÑ´�Ý�3524578��?�G§Ù¥0Ú1�'~��´�7

©�'"

Ó�5¿�3524578´133�ÜÅ@êê§��ù´ÜÅ@êiÎGµÐ©

G´”0”§zg×�HG§r”0”C¤”1”§r”1”C¤”01”"

3.1.3 ÿÁ:3

Ñ\´12§ÑÑ´�Ý�531452�n?�G§n«êÑy�gê���Ó§

�´0��õ�:"

5¿�531452 = 312 + 11§²*	uyÑÑG�¹
¤k��Ý�12�n?

�G��fG�´i;S���"

Uìù�5K�|+}{Ò�±ÏL
"

3.2 ÿÁ:4,5,6

ùn�ÿÁ:��Ó:´§Ñ\©�ÚÑÑ©���ª�Ó§Ñ´1�1

��ên§�e5n + 11z1��ê"Ù¥ÿÁ:4Ú5�Ñ\ÑÑ©��äké

¡5"

ù
ÿÁ:�Ì�·Kg´´�	ÀÃ©Ûõ�ª�UåÚéõ�ª�O

�"

�Ü©�êwå5é�Å
�©Ù3,�ê±S§é�U´�,�ê�$

�"N´�Ñ�ê´104857601"


104857601 = 25 × 222 + 1§ùA�ÿÁ:é�U�FFTk'"

3.2.1 ÿÁ:4

�Ñ��õ�ª§��§²�"

·��±@^²;�õ�ª¦{O�"
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3.2.2 ÿÁ:5

�Ñ��õ�ª§��§m�"

·��±@^²;�õ�ªm�O�"

3.2.3 ÿÁ:6

�Ñ��õ�ª§��§má�"

du�ê104857601�AÏ5�§ù�´�±��mng��§�´XJØ

¬FFTNo�Qº

,,,,

5¿�ÿÁ:4�ÑÑ¢Sþ´(x + 1)262144§���|ÜêÒ�±
"

ÿÁ:5�ÑÑ¢Sþ´(x − 1)131072§�´�|Üê"

ÿÁ:6�Ñ\ÚÑÑwå5�~�Å§�´·��±ßÿÑÑ©�

´(ax + b)177147"

�â1��Ú����§���§

a177147 ≡ 22131490, b177147 ≡ 43392819 (mod 104857601)

�å)�

a = 23333333, b = 33333333

ù��Y�wÒé�Ì§�\�y¤á"

ù�Ò�±ÏLÿÁ:4,5,6
"

3.3 ÿÁ:7,8,9

ùn�ÿÁ:��Ó:´§Ñ\ÑÑ�ª�~�ãþ�êâ(�K§Ù¥

ÿÁ:7vk>�§ÿÁ:8´��ä"

ù
ÿÁ:�Ì�·Kg´´�	ÀÃÏLêâßÿK¡�Uå±9{ü

êâ(��A^"

3.3.1 ÿÁ:7

:êÚ>êÑ´105§vk>�§wå5�~�Å"z�Î¯��Y��U

´0½+∞"
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*	uy§XJü�:ëÏ§�YÒ´0§ÄK�Y´+∞"^¿�8
½FloodfillÒ�±�
"

3.3.2 ÿÁ:8

´105�:��Å)¤�ä§>þ��§��´�Å)¤�"z�Î¯��

Ywå5Ñ'��"

*	uy§�YÒ´ü:mäþ´»>����"duêâ�Å¤±�±

Ø^p?êâ(��o"

3.3.3 ÿÁ:9

�ª�ÿÁ:8�Ó§�Ø´ä
´���ã"�Ywå5�vk@o�§


�Ñy
ØëÏ��¹"

Î¯��,´´»¯K§�´ØëÏ��Y´+∞§��¦�´,�þ��
��"(ÜÿÁ:8©Û��¦�´ü:m´»>��������"

ò¤k>l���üS��g\\U�Ü¿Ø´»Ø �¿�8§éuz

gÎ¯�©�Y3¿�8¥�Î=�"

£�,§��±^�
��E|�K�©§ØLù�KØk�m§¤±N

o�Ñ�±¤

3.4 ÿÁ:10

ÿÁ:10�¦§SUÑÑgC"ù�?Ö3�¤c9�ÿÁ:�Ä:þ´é

J�"

�´duK8�µÿ�ª´DÚµÿ�ª§¤±��ÃÀÑ\ÑÑ©�p

¡Û%�=©§rÑÑ©����Ñ5Ò�±
"

4 o(

3pÿ�¥Ñ
ù���K§´�Úu�[éu�DÚK·K���g�§

F"±�¬k�õ�#L��DÚKZyÑ5"
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5 ��

a�¥IO�ÅÆ¬Jø��6²�"

a�I[8Ôè�ö{�(Ú�NÞ�9��Ï"

a�·��öÜ#gP�õc5���"

a�ë\pÿ�8Ôè
Úë\º���I�/�OIer"
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DP��
`zE|
�,½1�¥Æ Üð$

Á �

Ä�5y´&EÆ¿m¥�©~��K8a."�©�Þ
eZ�é DP

�`z�{§3�
K8þ�w�Ã§¼�
Ø���J"

1 Úó

DP (Dynamic Programming)§=Ä�5y"´�«ÏLr�¯K©)��é

{ü�f¯K5¦)E,¯K��{"CAc5§DP��3&EÆ¿m¥§c

Ù´��¿m�Õþª�Ñy§
�Ñy/ªE,§«a�õ"

�
ÃXüNè�§�Ç`z§±9o>/Ø�ª�DÚ�{3cAc�

Ø©¥®²k�[0�§�©òØ2��Kã"�öïÄ�ÜÑ
�X� DP

`zE|§¿�Ñ
�
~K�ÏÖö�\n)§F"é2�ë\&EÆ¿m

�ÓÆ�5½õ½���Ï"

5µ�©X­0�`zE|§�~K¥�=£�§´XÛ���òØ��

­:0�"

2 �{�Ü

2.1 Ý
¦{\�

�&^Ý
¦{5`z DP=£��{�[Ñ®²Ù�§�3d�´{ü

0��e"bXr f (i)w¤���þ§
 f (i + 1)�±^ f (i)¦þ��=£Xê

Ý
 A��§@o¤¦� f (n)Ò�±�¤ f (0) × An�/ª"duÝ
¦{÷v

(ÜÆ§Ïdéu�ö An �I�^¯��`z=�"
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Ïdéu�a=£ü�¿�=£gêq�~õ��ÿ§�±�Ä¦^Ý


¦{5`zTDP"

2.2  $�\�

éu�
 DPÙ���¬´0½ö1§ù�Ò�±�Ä¦^ $�5��?

n&E
"0/1��Ò´��éÐ�~f"^
 $�`z�§S�Ýò¬4�

/J,§�±LK�
êâ5����êâ
"

2.3 `zG��êþ

~1. (codeforces Round 265,Div 1,D)

y3k��<
�±iZ§iZ¥k k«C�"z«C�Ð©��ÿÑ´

�?1§y3m©�%§z���%XÚÒ¬�ÅKÑ��C�§�Å�ªX

eµk�VÇ�ÅC��«a§b�T«a�C��c��?� t§KXÚ¬

3 [1 ∼ t + 1]¥�VÇ�ÅÑTC���?"�ÑC��§XJTC�'
[�

cB���?p§K
[¬ñK�C�§�þ#C�§ÄK
[¬��ñK)

¤Ñ�C�"�?� i�C�d� i71"¦�
 n�%�¼�71�Ï""

êâ��µ n ≤ 105, k ≤ 100

du´¦Ï"§
Ï"k�55"¤±�±�é�«C��Ñ§�Ï"§

,��Y¦ kÒU���ª��Y"

� f (i, j)��c®²k�?� j�C�
§2� i�%Ï"¼�õ�71"

�±��DP�§µ

f (0, j) = 0

f (i, j) =
1
k

j+1∑

x=1

1
j + 1

( f (i − 1,max( j, x)) + min( j, x)) +
k − 1

k
f (i − 1, j)

=
1
k

(
j

j + 1
· ( f (i − 1, j) +

j + 1
2

) +
1

j + 1
· ( f (i − 1, j + 1) + j)

)
+

k − 1
k
· f (i − 1, j)

ù�DP�§�=£®²�� O(1)
§Ïd·��±¦^IK¤���{§

}ÁXí�@
�~��VÇâu)�G�º3�K¥§XJ®²Pk
�?

� p�C�§e�g���?� p + 1�VÇ� 1
kp"Ïd§XJ�ª��
�
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?� T �C�§@oÏ"�}�%Ôê� 2k + 3k + · · · + Tk ≈ kT 2

2 §�±�Ñ�

}
 n�%ÔC�U,?�
√

2n
k �m"�âù�g´§·�3

√
2n�mÏé

@^.�§��3700�muy�ù�.�O��{§�Y�¬k�~[��

Cz"�.��B§¯¢þ B ∼ O(
√

n)"Ïd·��ª��
�� O(n
√

n)��

{"

�K¦^
`zG���{§3�y
�Y°Ý��¹e§��`z
E

,Ý§Ø���«éÐ��{"

2.4 é5Æ

é5Æ´OI)K¥���AÚ§�´q�¿ØU��Úî>�DP�{é

Xå5§e©ò¬±���~äk�L5��K�~§©Ûé5Æ3�a©

�DP¥�A^"

~2. (topcoder SRM 526 Div 1 - Level 3)

���¹ n�G�8Ü§���ªG S "zgl8Ü¥�ÅÀ��G£À

��E38Ü¥¤§À K g��Ü©å5C¤ T §¦ T ¥ S Ñy�Ï"gê"

êâ��µn ≤ 50, |S | ≤ 500,K ≤ 1012

·�5©Û�eù�Kj"ÄkduK8�¦Ï"§�� f (i, j)L«µe

�c®²���
G S � j �§2�ÅÀ i�G� S 3��Ï"Ñy
Ag"

éN´�Ñ DP�§µ

f (i, j) =
1
n

n∑

x=1

( f (i − 1, trans(x, j)) + val(x, j))

Ù¥trans(i, j)L«l S �1 j m©��§3\\
1 i�G����


=p§val(i, j)L«éA���gê"�� f (K, 0)Ò´�¦��"

�&Ø�ÓÆw�ù�=£�§Ò¬�^Ý
¦{5`z"�,ùé�(§

�´duE,Ý�p£� O(|S |3logK)¤§´Ã{ÏL�½����"

XJ�Ñ�Ü f ¼ê�L§ÒU
uy3 i����ÿ£¯¢þ´ i > |S |
�¤§éu?¿� j§k f (i, j) − f (i − 1, j)´��½��ùp�±éù�5Æ�

Ñ{��`²µ
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b��c®²À
 x�G
§�ÄÀÑ1 x + 1�G�¤�z��Y§�«

`{Ò´±1 x + 1�G¥�,� ���(å �����ê"b� S ��Ý

� L§@oØ
1 x + 1�Gg�¤Pk����ê±	§��§c¡ L − 1�

iÎk'"
� x����u L��ÿ§c L − 1�iÎÑ´�ÅÑ5�
"�

Ò´`§� x�u L�§1 x�G�1 x + 1�G¤�5��z�O��ª��

��"¤±¬Ñyþã� Û5�"¦^ù��{��I��Ñ i ≤ |S |�)=
�"E,Ý� O(|S |2n)§v±ÏLdK"

2.5 ©lG�¥�Cþ

3 DPG�¥§�U¬k�
3=£¥pØK��Cþ§ù�Ò�±ò§

�©O?1$�5���å$����J"e¡w��~K�\
)�e"

~3. (topcoder SRM 639 Div 1 - Level 2)

�Ü���©¤ n1 m����f"z��f´ç½öxÚ"�Ü��±

^��01 Ý
5L«"zgö��±é�^ç�½öY²�Øª���f�

�§,�ò�òU�e"òU���ybÜ�ü¡z��f�ôÚÑ�Ó§


�ØUr���¡CX3��þ¡"3?¿gö�e��kõ�«(Û"(Û

ØÓ��=��e��3�Ý
¥� �ØÓ"

n,m ≤ 250

��é�å��{Ò´µ� f (u, d, l, r)L«�5��´ÄUò�þ� u§e

� d§�� l§m� r�fÝ
"=£�qÞ�e5�ö�¦^
=^é¡¶"

�ª�YÒ´¤kG�¥� true��ê"

�´ù��{E,Ý�p§I�`z"¯¢þéuù�K5`îXòU�

çXòU´´�±©m��"�Ò´` (u, d)� (l, r)Ù¢´pØK��"4·

�©Û�e´No��ù�5��"

�Ä?¿�Ü�ôÚ��§XJ·�ëY¦^
�gî�òU��gp�

òU§Xãµ
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Ó��ôÚÒ�L
Ó��êi§�±uykî��p��kp��î�

´�d�"

�Ä?¿��ö�S�§�½´d�
î�§�
p��ö�|¤�§'

X` VHVVHV "du��ü� HV ���´�d�§¤±�±ÏL�X�

��¦�¤k� H Ñü3 V c¡§½ör¤k� V Ñü3 H �c¡"Xµ

VHVVHV → HVVHVV → ... → HHVVVV"Ïd VHVVHV Ü{�du HH �

VVVV Ü{"¤±·�¤õ�òîXò�çXò©m
§����YÒ��u

îXò��Y¦þçXò��Y"

ù�Ò�±é�t��OÑG�
§�ÄîXò��¹£çX��^

=90Ý¤§^ f (u, d)L«�5��´ÄUòÑþ� u§e� d�fÝ/§=£�

qÞò
@^�§ù�^£©G��{ý?n�eÒ�±�� O(n3)
§v±

LKdK"

�´`z¿vk(å§¯¢þþã�{¥ f (u, d)¥� uÚ d�´�±©m

��"��c��{aq§�Ä��üg þò� eò"XJ�L���v

k-�òè§@oùügö�^S���e´�d�"XJ-�
òè§du

òèüý�ôÚ´�Ó�§¤±�Lòè�Ü©�±ýkò?�§ù�Ò�


vk-�òè��¹"Ïd·�o�±r�þò�ö��keò�ö�©l"

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 209



DP��
`zE| �,½1�¥Æ Üð$

3��Ä�eò��¹e£�þò�{��þe�=¤§·���^ f (u)L

«´Ä�5��´ÄUò�þ� u��¹"ù�E,ÝÒ¤õü�
 O(n2)"

3þ¡�~f¥§·�uy3Cþ©lL�§�k�4�G��Å�Â»§

��C¤
4�Ã'�1�G�§§S�E,Ý��ü$"3A½�K8¥¦^

  U¼�Ø���J"

2.6 ò��¼êz

ò��¼êz§�¶gÂ§Ò´r (x, f (x))±�3��²¡þ§,�^�


¼ê5[Ü§�§ù���DPê|Ò�±¦^�
©ã¼ê5L«
"ù«

�{�±�½Â3¢ê�þ�Ä�5y¯K§½ö½Â��~���¹"
�

òÙ±�¤¼ê��¬�BïÄ"

~4. (topcoder SRM 610 Div 1 - Level 3)

�� n × m�¶«§��k K ¦§z¦¨3 (ai, bi)?¬Ñy��¶"b�

\3 (x, y)?§¬¼� n+m− |x−ai| − |y−bi|�aê"1 i¦¨\î�IØU£Ä

�L dxi§p�I£ÄØU�L dyi§�m©\�±3?¿ �§¦��aê"

K ≤ 1000

n,m ≤ 106

·�uy x� y3O��`��ØK�§¤±�±^�©/©lG�¥�

Cþ0��{ò x� y©m�Ä"±î�I�~§� f (i, j)�1 i¦�§<3 j

?��î�Ik'���ÂÃ"éw,k=£µ

f (i, j) =
(

max
| j−k|≤dxi

f (i − 1, k)
)
+ n − | j − ai|

ØL1��G��½Â�Lu�§¤±Ø�¦^�!J���{§ò f (i)

w¤��¼ê"·��±uy f (i)��ê1´üNØO�"ù��±¦^8B{

y²"�âù�5�§·��±�ÑXe�{µ� f (i − 1)��p:3 x = u?§

@oµ

1Ø�Ää?Ã�ê��¹
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f (i, j) = f (i − 1, j + dxi) + n − | j − ai| ( j < u − dxi)

f (i, j) = f (i − 1, u) + n − | j − ai| (u − dxi ≤ j ≤ u + dxi)

f (i, j) = f (i − 1, j − dxi) + n − | j − ai| ( j > u + dxi)

·��±uy f (i − 1)� f (i)�L§�´ò¼ê3�p:©�m§²£�

e§2�N\þ�� n + | j − ai|�¼ê"¤±·��±���o�¤¼ê��ã
=�"

E,Ý�`z�
 O(K2)"

~5. (codeforces Round 172,Div 1,E)

�Ñ��S� x[1..n]�n�ê q, a, b(a ≤ b, a × (n − 1) < q)§÷v 1 ≤ x1 ≤
x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ q)"y3�¦��S� y[1..n]§÷v 1 ≤ yi ≤ q; a ≤ yi+1 − yi ≤ b"

\I���´��z
∑n

i=1(yi − xi)2

êâ��µ

n ≤ 6000

1 ≤ q, a, b ≤ 109

·�k�ÑDP�§µ f (i, j)L«(½
 y[1..i]§¿� yi = j�§
∑i

k=1(yk−xk)2

��´õ�"k=£µ

f (i, j) =
(

j−a
min
k= j−b

f (i − 1, k)
)
+ ( j − xi)2

�ØL3ù�K¥¤¦� y�±´¢ê§ù4ÊÏ�DPC�éJ¦)"Ï

d·�E,¦^�þ�Kaq��{§ò f (i)^©ã¼ê5L«"²L©Û·

�E,�±�ÑÙ�êüN�5�£©ÛL§�þ�Kaq¤§Ïd·��±¦

^�þ�KÓ���{5�où
©ã¼ê§�ØL3dK¥ f (i)´d�
�

g¼ê|¤�"

E,Ýµ O(n2)

du�g¼ê�E,
§¤±·��±���o§���ê�Ï�ùüö

���´�Ó�"ù�Ò£�
�o�g¼ê���¹"·�quy¤k�ö

�Ñ´�±^²ïä5¢y�§¤±·�¤õrE,Ýü� O(n log n)"

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 211



DP��
`zE| �,½1�¥Æ Üð$

2.6.1 �(

Ù¢�)�Ç`z3S��
Ù¦�{Ñ�±áu�!J��/ò��¼

êz0��{"T�{  U)û½Â��~�½öÃ¡��¹§
�äk�

~r�ÿÐ5"3~ 5þ¦^
T�{�¤õ¦^
êâ(�`z
E,Ý"

2.7 éuªÜ¿DPê|

y3�ÄXe¯Kµk m�ö�§ n�Cþ"z��ö��U�^3,�

�Cþþ§¿�¬�ù�Cþ�5�
Cz"¦¦^Ø�L kgö��cJe

��z¤kCþ�Ú"b�·�®²¦Ñ
 f (i, j)L«XJ3Cþ iþ¦^
 j

�ö�§��U�õ�"·��±üüÜ¿ù
DPê|"'X`3Ü¿ aCþ

� bCþ�§�±�Ñ3 a, bþ¦^
 j�ö�§ a + b��U�õ�"XJ a

Cþ^
 xgö�§ bCþ^
 ygö�§@oÜ¿�Ò^
 x + ygö�"¤

±éw,§Ü¿���� x�ê|����� y�ê|ò¬���� x + y�ê

|"Ü¿�¤k�ê|Ò�±���ª��Y
"�´·�AT±�o^SÜ

¿§�Qº

·��±rù�¯K*Ð��aDP¯Kþµò���� x�ê|w��

��­� x �:§¤k:�­�Ú� m"Ü¿�­� x � y �:I�s¤

O(T (x, y))�E,Ý§�����­� x + y�:"

·�Ø��1 i�:��­� si§�e5�â T 5�ÄÙE,Ý"

e T (x, y) = min(x, y)

ù��¹é{ü§��U^S�gÜ¿Q�"

�ÄE,Ýµ
∑n

i=2 O(min(x, si)) ≤ ∑n
i=2 O(si) = O(m)

¤±T�¹�E,Ý�µ O(m)

e T (x, y) = x × y

ù«�¹õê3äþ¯KÑy"Ù¢ÃØ\U�o^SÜ¿§oE,ÝÑ

´ O(m2)
� O(m3)�"'uù�:§·��±rÜ¤�:�Ü¤§�:ë>§

��(�Ò´��ä§ T (x, y)���qÞ�mfäS¤k:����Y"ù´

\�I�5¿�z�é:�¬3§� LCA?qÞ�Ò1
"

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 212



DP��
`zE| �,½1�¥Æ Üð$

¤±T�¹�E,Ý�µ O(m2)

e T (x, y) = x + y

ù��ÿ·�ATzgÀ�ü������:Ü¿"

y35�ÄÙE,Ý"·��±rz��Ü¤Ñ5�:�Ü¤§�:ë>"

ù��(�¯¢þÒ´��MÅùä"

�Äþã§Ù¿Â�µ1�gÀ
�����ü^:1,2§Ü¤
:6§1

�gò:6,3Ü¤
:7§1ngò:4,5Ü¤
:8§��ò:7,8Ü¤
�ª�

:9"

du T (x, y) = x + y§Ïd���{�E,Ý�u¤k:����Ú"

complexity =
∑

O(si) = O(
∑

si) = O(
∑

i is a lea f

si × depi)

Ù¥ depi�: i��Ý"

y3·�5¦�f!:�Ý�þ.§±1Ò:�~§�±íÑµ

s9 = s7 + s8 (1)

≥ 2s6 + s3 (2)

≥ 3s1 + 2s2 (3)

(1)ªí�(2)´Ï�638�cÜ¿§¤±�±�� s8 ≥ s6§(2)�(3)Ón"
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lí�¥�±��§ sx c�Xê´ÜÅ.êê�"Ïdí2�?¿: i

kµ

sroot ≥ Fib(depi) × si + Fib(depi − 1) × sx

Ù¥ Fib(x)�ÜÅ.êê�1 x�" sroot =�¤k:�­�Ú m"Ïd�

±�� depi ≤ O(log n)

¤±T�¹�E,Ý�µ O(m log m)

Ù¢ù«�{�~äkÿÐ5"e¡5w���¯K§F"�±å��<

Ú���^"

~6. (¦^
20158ÔpÿRobot(�M)�Ì��{)

bXk n�Cþ§§��DPê|Ñ®²ÏL�©�,���{/ò��¼

êz0z�
�^^ò�¼ê§ n^ò��o�ãê�m^§y3k QgÎ¯§

zgÎ¯¤kCþ3,:?����"

n,m ≤ 105,Q ≤ 5 × 105

½n2.1. bX�^ò� l´dãê©O� a1, a2, . . . , am �ò�� min
¤�"K

l�ãê´ O(
∑

ai)�"

'u½n 2.1�y²§du�Ìk�¤±�±�� Robot)K�w"

�â½n 2.1§·�3Ü¿ü^ãê©O� x� y�ò��Ò�±@�Ü

Ñ5�´�^ãê�u x + y�ò�
"duü^ãê©O� x� y�ò��

min �¦^ O(x + y) �E,Ý§¤±��¦^ T (x, y) = x + y ���{§zg

Àü^�:ê���ã¦�e min"du¦Ñ
�ª�ò�§¤±E,Ý�

O((m+Q)log m)"bXÎ¯®²üÐS
§@oE,Ý�±ü� O(m log m +Q)

3 o(

DP�`z�{«a�õ§C�#ÿ"·�A�[%©ÛK85�§ÀJÜ

·�`z�{"

4 a�

a�CCFJøÆSÚ�6�²�"
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a��,�¥��ÜåP�!i1�P�!ÂðuP�õc5���'%

Ú��"

a��u�Æ�|»å§Â÷uÆ�é·��Ï"

a��,�¥���Ó!?�³!_�p�ÓÆé·��ÏÚéu"

a�Ù¦é·kL�ÏÚéu�P�ÚÓÆ"

a�·�I1��cX�FÃ�Ø��'%Úì�"

5 ë�©z

[1] topcoder SRM526 Algorithm Problem Set Analysis

[2] topcoder SRM639 Algorithm Problem Set Analysis

[3] Codeforces Round #265 Editorial

[4] Codeforces Round #172 Editorial

[5] Robot)K�w, byÜð$
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Product·K�w
wÅ½	°¥Æ ÚÕÊ

1 ÁK

1.1 K8£ã

-N =
∏n

i=1 pai
i ,M =

∏n
i=1 pbi

i §Ù¥pi´üüØÓ��ê"

¦òNL«¤k�ê�¦È��Yê§�Ò´N =
∏k

i=1 xi)��ê§�Y

é109 + 21��"

éuf¯K1§�¦éu¤k�êi÷v1 ≤ i < k§Ñkxi < xi+1"

éuf¯K2§�¦éu¤k�êi÷v1 ≤ i < k§Ñkxi ≤ xi+1"

éü�f¯KÑ�¦éu¤k�êi÷v1 ≤ i ≤ k§Ñkxi - M"

�kf¯K1�Y�(ò¼�3©§�kf¯K2�Y�(ò¼�6©§ü¯

Ñ�(ò¼�10©"

1.2 Ñ\�ª

1�1ü���ên, k"

�e5�1n��K�ê§1i�L«ai"

�e5�1n��K�ê§1i�L«bi"

1.3 ÑÑ�ª

�1ü��ê§L«f¯K1Ú2��Y"
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1.4 êâ��

êâ?Ò n ai bi k

1 ≤ 5 ≤ 5 ≤ 5 ≤ 3

2 ≤ 10 ≤ 20 ≤ 20 ≤ 5

3 = 1 ≤ 1018 ≤ 1018 ≤ 25

4 ≤ 50 ≤ 103 = 0 ≤ 20

5 ≤ 50 ≤ 1018 = 0 ≤ 25

6 ≤ 50 ≤ 103 ≤ 103 ≤ 10

7 ≤ 50 ≤ 1018 ≤ 1018 ≤ 10

8 ≤ 50 ≤ 1018 ≤ 1018 ≤ 15

9 ≤ 50 ≤ 1018 ≤ 1018 ≤ 20

10 ≤ 50 ≤ 1018 ≤ 1018 ≤ 25

���6¦§S�256MB"

2 ��Oê��{

�Ä����z�¯K§ék�Oêé�Oê§ùk�Oêé��m´�d

�§Ó�ù
Oêé�o�k����§¦ù�k�é��8Ü½ö�­8�

�ê"ùp�^S¯K?nå5�©(J§¤±·��ÏL�
Ãã=z¤¦

Xk�é��S�§½ö=z¤�k�d'Xvk��'��S'X"

2.1 'u8Ü��{

Äk�Ä8Ü�Oê¯K§du¤kêiÑØÓ§¤±��¦ÑüüØÓ

��Y,�ØKk!=�"

¤kêiüüØÓ§�du k(k−1)
2 ���§si , s j§u´�±�ÄN½"

�Ò´vk����Yê~���
,�����Yê\þ��
,ü�

����Yê���(J"

éu,���si , s j§XJ��
�Ò�LXsi = s j"

XJN½¥qÞ
�Y�f8§�Ò´f8¥z���éA�ü�ê7L

�Ó§�Ò´¤kêiy©¤
eZ��da"

XJ�åqÞù
��´O(2
k(k−1)

2 )�"
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5¿��'5z��da���Ò1
§äN�^SÚéA=
ê¿ØK

��Y"Ï�ùk�Oêé�´Ø�«©�"

þã�{¥qÞ��'X´´¶"·��±���g´§qÞ�da�y

©§¤±�Ò´k�
©ê§P�Pk",�éz�a
©O�§3�Y¥¬�Ú

O�Ag"

òz�ê�¤��:§�d'X�¤>§@o���da��u��ëÏ

¬"ÄkqÞëÏ¬Ú:�éA'X§�Ò´:�?Ò"

b�ù�
©¥kai�i§Ù¥k
∑k

i=1 ai∗ i = k§@oéA'XÒ��urk�

êy©¤eZ�ÃS8Ü��Yê"

Äkb�8ÜkIÒ§@odõ�ªXê��Y� k!∏k
i=1(i!)ai

§,����Ó

�8Ü�mq´ÃS�§¤±��ØKai!"

¤±�Yê� k!∏k
i=1(i!)ai ai!

"

:�éA�Y(½§�e5��>�Xê"

-S nL«n�:�ëÏã8Ü§e(G)L«G�>ê"

b�ù�y©�p1, p2, · · · , pm§@oXê�
∑

G1∈S p1
· · ·∑Gm∈S pm

(−1)
∑m

i=1 e(Gi)"

Ï�z�¦Ú�mÕá§�Ò´
∏m

i=1
∑

Gi∈S pi
(−1)e(Gi)"

Pgi =
∑

G∈S i
(−1)e(G)§¤±Xê�Ò´

∏m
i=1 gpi"

�e5�ÄXÛ¦gn§�Ò´é¤kn�:�ëÏã¦Ú§éuãG§��

�(−1)e(G)"

a'¦ëÏã��{§¦^N½§�Ò´Äk�Ä�8���§�Ò´n�

:ã�8Ü§~�ØëÏã���§�Ò´qÞ:1¤3�ëÏ¬"

Äkb�kx^>§XJx = 0§@o�8���Ú�1§ÄKd��ª½

n
∑x

i=0(−1)i
(

x
i

)
= 0"

éuØëÏã§�Ä1¤3�ëÏ¬§b�kk�:§@oÒk
(

n−1
k−1

)
�8Ü§

,�é�en − k�:�¤kã��¦Ú"

XJn − k > 1§@oÚ�0§¤±��=�k = n − 1�§égnk�z§�Ò

´gn = −(n − 1)gn−1, g1 = 1§¤±kgi = (−1)i−1(i − 1)!"

(ÜùüÜ©§ÒU��z�
©é�Y��z"

ù��´±O(Pk)Ú�	���eZ��da=z�S�¯K§�Ò´vk


S'X"�d'X'S'XÐ?n�õ"
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2.1.1 'ugi���,��y²

'ugi���k��ØÄuêÆ8B{�y²§3ùpÖ¿"

é��8ÜS§-gSL«ù�8ÜS:/¤ëÏã���Ú"XJ|S | = 1§

@ogS = 1"

ÄK�Ä?Ò���ü�:v1, v2"XJ��ëÏãØ�3(v1, v2)ù^>§

@oòù^>\\�ã¥§�´�ëÏã§¿�ùü�ã>ê�1§¤±TÐ�

é§��Ú�0"�ÄØU�é�ëÏã§�Ò´õÑ5�§ù��ã¥�½�

3(v1, v2)ù^>§¿��Kù^>��ãØëÏ§©¤ü�f8"

�X48�Äùü�f8§�Äü�f8?Ò��ü�:ë¤�>"3Ø

U�é��¹¥§��u�Kù^>ù�f8ØëÏ§�X©¤ü����f

8"

ù���/¤
��ä�(�§éuz�:vi(2 ≤ i ≤ n)§�v j(1 ≤ j < i)ë

>§L«ù^>´,�f8�>"Ó��L«�kù��ãÃ{�é"

¤±gi = (−1)i−1(i − 1)!

2.2 'u�­8�N½�n�{

a'þ¡��{§�±ùo�§Äk�±qÞz«�da�
©S§b��

�©O�p1, p2, · · · , pm§,�O�ÑTÐkp1 �ê�Ó§p2�ê�Ó��§,

�zaê�müüØÓ��Yê"z«
©�­EO��gêÑ´�Ó�"

Äk�Äz��da­EO��gê§,�òÙØ��ÑkS��Y"é

uz��da§¦Ñ��Y��uU,�^SüS
§�keZ����Ó�

�daØ�«©"XJ��
©kai����i��da§Ù¥k
∑k

i=1 ai ∗ i = k§

@oùai�´Ø�«©�§¤±�­EO�
ai!g"¤±ù��Y�­EO�



∏k

i=1 ai!§3o�Y¥ØK=�"

�e5�O���daT�,«y©��Yê"8Ü�Ò´üüØÓ�ù

�¯K���A~"

XJ¦^N½§éu��y©§���zü��da�m�êiüüØÓ"

¤±�±�åqÞù
��§,�N½"

ù����d�O(2
k(k−1)

2 Pk)"

�e����Ò´¯�O�éu
©�m�N½Xê"
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©�m�¤
 S8§XJ
©SÏLÜ¿Ù¥,
�daU��T§@

o¡�S ≤ T"

- f (S )L«¤k�daT÷vS ≤ T�y©��Yê�Ú§g(S )L«�da

T�S�8Ü"

@o f (S )Ò´éuz�y©dpÑ5��Y§ f (S ) =
∑

S≤T g(T ) ∗ w(S ,T )§Ù

¥w(S ,T )L«­E��Yê§�Ò´T ù�y©�U3S¥�Oêõg"


�O��´g(S ) =
∑

S≤T f (T ) ∗ µ(S ,T )§�Ò´�O�µ(S ,T )"

�ÄGØdp§ÄkqÞ8ÜS§,�zgÀÑ��f8§òÙÜ¿¤��

�êi"aqc©�Øy��òi��daÜ¿����(−1)i−1(i − 1)!§
��

�Y������¤k�daÜ¿���È"

�
��­EOê§�±éf8?1?Ò§�Ò´4zgÀÑ�f8?Ò

4O§¤kf8�ê�
∑k

i=1 Pi"

@oG��±L«�dpS 1,S 2,p§=y3®²À�?Ò31 ≤ p�m�f8§�

cÀÑ�f8Ü¿��ê8Ü�S 1§�evÜ¿�ê8Ü�S 2 ���oÚ"

=£��ÿb��c�ÄÜ¿f8T§@o=£�S 1 ∩ {∑ T }, S 2\Tù�G
�§Ù¥

∑
TL«T¥ê�Ú§Ó�¦þòTù�8ÜS�daÜ¿���Ú

3S 2¥ÀÑTù�f8��Y"XJTù�f8�í�
kg§@o�3��Ø

Kk!ù�Xê§Ï�ùk�f8Ø�«©"

ù�oG�ê�O((
∑k

i=1 Pi)3)§,
é,�S�8Ü���ÿ§S 1�½´S�

f8UÜ¿Ñ5�G�§S 2�½´S�f8§p���éS�f8?Ò=�§¤

±���Ø�þ¡�E,Ý"

�Ä����Y§òg(S )�ÜL«¤ f (S )��5|Ü§@o�Y�½U�

L«¤ f (S )��5|Ü§�Ò´
∑

f (S ) ∗ w(S )"

@où���qÞòSy©¤õ��f8§,�ÚOéA�Xê"���|

z�êi�y©�Y§,�PÁz=�§ù���\�B"

2.3 'u�­8�BurnsideÚn�{

���Ý�Ä¯K§@o�­8��uÒ´¯33¤kk����Ò´

é¡+S k�^eØÓ�����ê§=3é¡+S k e;���ê"¤±�±

^BurnsideÚn)û"

éu,���P§òÙ
¤eZ�Ó�§XJ���Y3ù���eØCÒ
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��u3Ó��Ó�¥����Ó"

¤±��u����ò�
��y©¤
eZ��da"qÞ�da�y

©§�Ò´k�
©§,�O�õ����éA��da´ù��"

Úc¡�Ó§Äk�Äò��y©�eZ��da��Y"b�ù�
©

¥kai�i§Ù¥k
∑k

i=1 ai ∗ i = k§�Yê� k!∏k
i=1(i!)ai ai!

"

,�éu��Ó��Ý�i§@oéAX(i − 1)!��ü�§¤±�Y

� k!∏k
i=1 iai ai!

"

2.4 l+Ø��Ý�Ä8Ü�Oê

·�5¿���ù��¯¢§éu���da�y©§O��­8

�BurnsideÚn���XêÚO�8Ü�lN½�n���XêØ
ÎÒ�

Ü�Ó§����kb�km��da§@oN½Xê�(−1)k−m�"

XJ����σdm�Ó�1|¤§@o(−1)k−m = sgn(σ)"

aqBurnsideÚn§kéz�σáuS k-XσL«X¥3σ�^e�ØÄ��"

dù�N½���ªf�µ

1
k!

∑

σ∈S k

|Xσ|sgn(σ)

XJ��S�¥���üüØÓ§@o§�3ð����^eØÄ"du

ù�S��¤k��Ñ��\§��qØK
k!§¤±ù��S�TÐ��


�g"

b���S�¥�da����p1, p2, · · · , pm§@o3�����^eù

�S�ØÄ§7kù���¥�z�Ó����áuÓ���da"

XJ�3���da���L1§P�t§Ï���+|At| = t!/2§¤±Û�

�Úó���ê�Ó§�Ò´éA�Ú�0§¤±XJkü����Ó§@o3

þ¡�ªf¥��\0g"

ØLéu�����+§'u�3ð����^eØÄ���Oê§¿v

kþ¡ù�{ü�ªf§¿�·�vké��'�]�"

'uù�¯K§·�3g�¥§��HÖö5�6"

1ùp�����Ó��ê%@���Ó�©)¥Ó���ê§eÓ"
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2.5 1�aStirlingê

éuù
Oêé�§XJ\�������da���k'§@o�±k

õ�ª��{"

·�����é¡+S k¥Ó��ê�m����ê§�Ò´òk����©

�m��ü���{ê§�Ò´(−1)m+ks(k,m)§Ù¥s(k,m)�1�aStirlingê"

Ù¥
∏k−1

i=0 (x − i) =
∑k

i=1 s(k, i)xi"

XJ´8Ü�Oê§@oéA�XêT�s(k,m)"¦^ù�(Ø§�±é�

B�)û�
¯K"

2.5.1 ~K CountTables2

¦n ∗ m�êL�ê§�¦z�ê31 ∼ c�m§¿��¦?¿ü1ØU��

�Ó§?¿ü�ØU���Ó"

©Û�eù�K�Oêé�´���n��þ§¿�z��31 ∼ c�m§�

	����Ø�3,ü����Ó"

b�ki��da§@oz��kci���§üüØÓ��Yê�
(

ci

n

)
∗ n!"

u´�Y�
∑m

i=1 s(m, i)
(

ci

n

)
∗ n!"

ù�KÏL��dpÚStirling�üU��Ó��ªf§�´ÏLù��{Ò

Ué�t/��ù�¯Kw«�)"

3 ��Ø½�§��K)ê

�e52�Ä���§
∑m

i=1 pixi = a)ê��{"

3.1 ÄuÄ�5y��{

�±w¤��{ü�����Oê"@o�±3O(ma)��d^��)û"

-dpi,sL«À
ci�ê§oÚ�s§@odpi,s = dpi,s−pi + dpi−1,s"

25
: TCO 2014 Wildcard 750©K
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3.2 ÄuÌ�!��{

Ún: ∑m
i=1 pixi = a��K�ê)�ê´��±a�lcmm

i=1 pi�±Ï�'ua�

gêØ�Lm − 1�õ�ª"

{ü�y²§ù��u 1∏m
i=1(1−xpi )�1a�§�±ò©1�¤k�¦Ñ5§

L«¤eZ�(1 − ωi
jx)�¦È",��½�±
¤eZ�Ü©©ª§�Ò

´ p(x)
(1−ωi

j x)k�Ú§Ù¥p(x)���'ux�gêØ�Lk − 1�õ�ª"

éuz�§©1�±^��ª½nÐm 1
(1−ωx)k =

∑
i≥0

(
i+k−1
k−1

)
ωixi§Ù¥

(
i+k−1
k−1

)
´

��gêØ�Lk − 1�õ�ª§b�ω´ jgü �§@où�Ü©´� j�±Ï

�õ�ª"´yòù��?ê¦þp(x)�kÓ��5�"

¤±eZ�\å5ÒkÚn�(Ø
§¿�gêØ�L­ê�õ���Ò

´1�­ê"

XJ��
cm ∗ lcmm
i=1 pi����§@o�±3O(m)��mE,ÝS¦Ñ

,���"

Äk�±���±Ï�m + 1�� f (0), f (1), · · · , f (m)§b��¦�´ f (n)§

@od.�KF��� f (n) =
∑m

j=0(−1)m− j f ( j)
∏m

i=0(n−i)
(m− j)! j!(n− j)"ù��±3O(m)S�

Ñ"

3.2.1 Ún���{üy²

-M = lcmm
i=1 pi§-xi = M

pi
ti + ri(0 ≤ ri <

M
pi

)"XJqÞ
r1, r2, · · · , rm§@o

�§C¤M
∑m

i=1 ti +
∑m

i=1 pi ∗ ri = a"-c =
∑m

i=1 pi ∗ ri§XJa ≡ c (mod M)§@o

ÒC¤
∑m

i=1 ti = a−c
M"Ï�c ≤ mM§¤± a−c

M ≥ −m + 1§@o)ê�
( a−c

M +m−1
m−1

)
"

éu�MÓ{�,�ê§Ñ´k��gêØ�Lm − 1�õ�ª�\§¤±

�´�õ�ª"

3.3 Äu)¤¼ê��{

¤±)��ê��?ê
∏m

i=1
∑

j≥0 x jpi¥1a��Xê"

m∏

i=1

∑

j≥0

x jpi =

m∏

i=1

1
1 − xpi

=
1∏m

i=1(1 − xpi)

�Ò´ 1∏m
i=1(1−xpi )¥1a�c�Xê"
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òÙw¤��ê��)¤¼ê§ù´��~Xê�54íê�"ò©1Ð

mÒU����4í�Xê§
ÏLÄ�5yU�Ñù�ê�Ð©�"

-s =
∑m

i=1 pi§ÏLÝ
¯���±��O(s3 log a)§ÏL�O�±�

�O(s2 log a)§�±¦^FFT\���O(s log s log a)"

3.4 Äuê dp��{

-xi =
∑

j≥0 2 jxi, j, (0 ≤ xi, j ≤ 1)§u´��uÔ¬�pi ∗2 j�01��"-dpi, jL

«��Ä2 j�ê�Ô¬§�{�NÈ�i ∗ 2 j��Yê"�{�Ô¬NÈØ¬�

Ls ∗ 2 j§¤±�i ≥ s�Ø�U2W÷"

¤±G�êØ¬�Ls log a§,�éuz�Ô¬¦^01��=£§�mE,

Ý�O(ms log a)"

3.5 ÄuÜ©©ª��{

aqÚn�1��y²�{§�±ò§
¤eZ�Ü©©ª§,�©OO

�"�piüüp��§�±¦^ü ��E|��O(ms)�E,Ý"Øp���

�±�å
¤Ü©©ª",�3O(m)�E,Ý)û"

duLuE,§¿��ù�K'XØ�§¤±Ñ�"k,��Öö�±�

Öë�©z[2]"

4 'ucn�:��{

3ù�¯Kp¡Oêé���3�� j÷vsi, j > b j�n��þ§���éu

,�� j÷v
∑k

i=1 si, j = a j"

-xi =
∏n

j=1 psi, j

j §�Ò´z�ê�Ïf©)"

÷v
∑k

i=1 si, j = a j"Ï�xi - M§¤±éu¤ki§�3 j¦�si, j > b j"

Pe�ai, bi¥����"

4.1 �{1

�|Ñ¤k�1�Y§,��y´ÄÜ{"
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4.2 �{2

1��:¥k ≤ 5"�Ä¦^Ä�5y����Ïf(½§Ó��ysiUi

;SØü"

�ü�cMsi,1.. j, si+1,1.. j(½�§XJsi,1.. j < si+1,1.. j§@osi, j+1 Úsi+1, j+1�m

vk��"XJsi,1.. j = si+1,1.. j§@o�ksi, j+1 ≤ si+1, j+1"

ù��ÿ�^��G�SL«��ü�cM�Ó�8ÜÚéuz�cMi´

Ä®C�3 j÷vsi, j > b j"- fi,SL«?n�ci�ÏfG��S ��Yê"Ó|

S=£PgS ′,i, j,k L«�c8Ü�S ′§À
i�ê§oÚ� j§þ��ê�k§qÞ

z�ê���§,��#�cG�"

Ó|SG�ê�O(e2k4k)§=£E,Ý�O(e)§�kO(n)|"

�mE,Ý�O(ne3k4k)"

4.3 �{3

1n�:¥n = 1§-ti = si,1§¤±¯K�du¦
∑k

i=1 ti = a1§,�M - xi§

�Ò´ti > b1"

Ï�t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn§¤±Ò´t1 > b1"

Pδi = tk+1−i − tk−i§-t0 = 0§@o
∑k

i=1 ti =
∑k

i=1 δi ∗ i = a1"

¦ù��§��K�ê)§¿�éuδikδi ≥ ciù����"éuf¯K1§

kc1 = b1 + 1§éu¤ki , 1§ci = 1"éuf¯K2§kc1 = b1 + 1§éu¤

ki , 1§ci = 0"

Ò��u
∑k

i=1 xi ∗ i = a1 −∑k
i=1 ci ∗ i��K�ê)"

@^c¡�)¤¼ê½öê dp�{Ò�±ÏL"

5 �¡A�:��{

5.1 �{1

þ¡�(Ø�ØU��)ûù�¯K§Ï�§�´=z�
keZ��d

a��Yê"éuù�¯K¥AÏ�Oêé���AO�Ä"

Äk�Ä��{ü�¯K=vk����¹"3þ�Ú=zeÒC¤,


Cþ´���§,�z��\å5Ú��uù��éA��"
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@o��z��Ñ´Õá�§�Ò´�Ñz��©)¤eZ��da§,

�ò¤k�Y¦å5��Yê"

b��da����p1, p2, · · · , pm§ù��oÚ�a§@oÒ´ò
∑m

i=1 pixi =

a��K�ê)��ê"

@o�±3O(ma)��d^��)û§dpi,sL«�
ci��da§oÚ�s§

@odpi,s = dpi,s−pi + dpi−1,s"

¤±ù�¯K�±3O((n + ke)Pk)S)û"

P f (N, k)L«òN©)¤k�î�4O�ê��Yê§g(N, k)L«òN©)

¤k�Øü�ê��Yê"

£��¯K§éubi = 0��¹Ò´xi , 1"

éuf¯K2§�YÒ´g(N, k) − g(N, k − 1)§�Ò´�Kx1 = 1��Yê"

éuf¯K1§-h(N, k)L«òN©)¤k�î�4O�ê�1��ê�

L1��Yê§@oh(N, k) = f (N, k) − h(N, k − 1)"�Ò´XJx1 = 1§@o�½

kx2 ≥ 2"¤±����Y�
∑k

i=0 f (N, i)(−1)k−i"

�mE,Ý�O((n + ke)
∑k

i=1 Pi)"

5.2 �{2

�e5�ÄXÛ?n�3�� j÷vsi, j > b j�n��þ�Oê¯K"

�Ä¦^N½§XJØ�3 j÷vsi, j > b j§�Ò´si, j ≤ b j"

éuz��da§qÞéA�Cþ´Ä�����Ò´M��ê"XJ�

�Cþ��
��§�Ò´z��ØU�Lb j"

b��da����p1, p2, · · · , pm§-dpi,sL«�
ci��da§oÚ�s§

@odpi,s = dpi,s−pi + dpi−1,s − dpi,s−(b j+1)∗pi"=~�ù���Lb j��Y"

�mE,ÝO(Pk2k(ke + n))"

5.3 �{3

Äk�Ä\¯N½��¹§XJkai����i��da§@oùai��d

a´Ø�«©�§�Ò´XJÙ¥x���
��§éA��¹ê�
(

ai
x

)
(−1)x"

¤±éu��y©§���
∏k

i=1(ai + 1)«�¹ÒÐ
"

�k = 25�¤ky©��¹oÚ�129512§�
�B£ã§òù�P�k�

��¼êQk"
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kc¡��{��§XJ��
cm∗lcmm
i=1 pi����§@o�±3O(m)�

�mE,ÝS¦Ñ,���"

�
�B£ã§-¤k
©¥éA�������P�Rk"�k = 25�§

Rk
3�5040"

3qÞù

©��ÿ�±^dp^B�ÑùRk�Ð�"

�X�Äù
��"éu1 j�§XJ�����pi��daSê�U

�0 · · · b j§@oéA�)¤¼ê�
1−x(b j+1)pi

1−xpi "¤±©1�
∏m

i=1(1 − xpi)§©f¥Ï

��êÑ�(b j + 1)��ê§¤±�±�¤xb j+1�mg�õ�ª§3O(m2)E,Ý

SÐm§¿�éun�/ªÑ�Ó"

d�©f�õkm�§@o�±éz�©O�é�Y��z"b�1i�

�wxc§@oéA��Y� 1∏m
i=1(1−xpi )�1a− c�¦þw§¤±�±3O(nk2)��m

E,ÝS�Ñ�Y"

5¿éuz�
©§z���¦���a j, a j − (b j + 1), · · · , a j − m ∗ (b j + 1)§

ù
��±3O(nk2)S�mý?nÑ5§�±òþ¡z�N½�E,Ýü

�O(nk + k2)"

Ù¥Qk =
∑k

i=0 PiPk−i§Ï�QkL«òêi©¤üÜ©§�Ü©À\§�Ü

©ØÀ\§ü>©Oy©��YoÚ"

¤±o�mE,Ý�O(Rk
∑k

i=1 Pi + nk2Pk + (nk + k2)(
∑k

i=0 PiPk−i))"

6 o(

ù�K��¿´éu��AÏ�Oêé�¦§�8ÜÚ�­8�ê"31

�!¥Qã
Noòù�¯K=z§ÏL
N½�nÚBurnsideÚn§��Ú\


+��^�*:§�*/Ú�/)º
ùü��{"ù��{é���Oê

é�Ñ´�1�§¿��Ñ
§�B/)û�{¿mK���~f"

éu�­8�Oê¦^N½�n§´��Ø�¤õ�}Á§Ï�§�»


¯K�é¡5§¤±��
éõ`{�5�"�´§U���
��*äN�

(J§'X,�A½(���Yê"

du�K�AÏ5§1n!0�
¦�aØ½�§)ê��
�{§�(

Ü¢S¢S�¹§ÀJ�{B¿��Ç�±�É��{"1o1Ê!0�
ù

3ù��±Cqw¤S k¥��������¦þk§'uù��ì?E,Ý�±��ë�©

z[1], [3]
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��^eØÄ���Oê§½ö,«A½(�����Oê�vk�oÐ��
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�,ù¿Ø´��{ü�¯K§ØL�F"�[�)·gCUJÑ�
�
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a�oïP��'%Ú��"

a�þ°�Ï�ÆH¡RÓÆÚÉ²Æ�¥ÆM×ÐÓÆ��6Ú�Ï"

ë�©z

[1] E. Landau, “Uber die Maximalordnung der Permutationen gegebenen Grades”

[2] ��`, “Codechef CHANGE)K�w”

[3] Jean-Pierre Massias, Jean-Louis Nicolas, and Guy Robin, “Effective Bounds for

the Maximal Order of an Element in the Symmetric Group”

[4] Hansraj Gupta, “On the Partition of J-partite Numbers”
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Á �

3ACM-ICPC¿m¥§�~¬k±
�è�Ñ\�¯K���	ÀÃnÜ

�èUå�¯K
Ñy"�©0�
)ûda¯K���
¢yE|§¿òd

a¯K�OI¿m¥~^�êâ(��(Ü§JÑ
êâ(�K��«#Ly/

ª"

1 Úó

3&EÆ¿m¥§�Ü©ÁKÑ�±�8��{K!�{KÚ�èKùn

a¯K��"�{K�	ÀÃ�M#Uå§�{K�	ÀÃ��£¡§
�è

K�	ÀÃ�Ä�õ§�)�èUåÚ�Y�NÁUå"OI¥'�²;��è

KØ
p?êâ(�K±	§�kìÀ�À�5ÂIà6§úô�À�5àé

¬6�"�ö@�§ùa±iZ���µ�¯K§�3XÜ©vk�>Lk'

iZ�ÀÃÃ{O(n)K¡�6à"±
�è�Ñ\�¯K§Ù�.bCÀ

Ã�F~Ôö§ÒØ�3ù��6à§´�èK·K��«ûÐÀJ"

�ö�n
�
±
�è�Ñ\�¯K§òÙ©�na§¿éÙ?1
�


o("�©�µeXeµ

1�!¥§0�
�
ý��£µ?Èì�(�!§S�O�ó�¢y�

ª§±9ÎÒ�½"

1n!¥§�Ñ
��Ä:¯K"T¯K�A:´ØI�éu
�è�ä

N�Â?1©Û§
�I�©Û�è(�"d!¥0�
c{©Ûì�¢y"

1o!¥§�Ñ
A�¢yJÝ���¯K"ùa¯K�¦é�Ñ�§S

�è?1�["d!¥0�
§S�O�ó�·Ü¢yXÚ��«'��B�

�è¢y"
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1Ê!´�©�­:§3d!¥§�ö�Ñ
A�C«¯K"ùa¯K±

�ØØ���è��.§òêâ(�Ú�è©Û(Üå5"

1Ê!¥�¤kK8äkÓ��5�µ/k?U§k£ò?U0§ù´��

fu”�±Èz”Ú”k?U!k��?U”
ru”k?U”�5�"±ùa¯K�

éu§·��±�O�
ÁK£$�´¿�?Èa¯K�¯K¤§§�äk²w

ruüX”k?U”��¦§qvky¤�`D){"
3ü$�¦�ù��¦

�Ò�±�OÑp���{"
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2 ý��£

2.1 ?Èì�(�

��?Èì�ó�´§ò��p?�ó�
�èN��,�«p?�ó½

Åì�ó��è"Ïd?Èì�©�càÚ�àü�Ü©"

cà�¡�©Û(analysis)Ü©"ù�Ü©�ó�´§ò
�è)Û¤Ä�

ü�§¿�â�{Mï��¥mL«§¥mL«Ï~Ø´,�«p?�ó§Ï

�p?�óJ±���?n§�Ø´�«Åìè§Ï�ÅìèÚ�è����"

~��¥mL«k/n/�è0�"

�à�¡�nÜ(synthesis)Ü©"ù�Ü©�ó�´§�âcàD£���

�Ú¥mL«§Mï8I�ó��è"�â?Èì8I�ó�ØÓ§ùp�U

é¥mL«?1?�Ú{z
/¤Åì�ó§��U)¤��p?�ó�
�

è"

z�Ü©q�±�©�eZÚ½"cà�)c{©Û!�{©Û!�Â©

Û!¥m�è)¤o�Ú½"�à�)�è)¤ù��Ú½"k�?Èì¬3

càÚ�à�m����ÅìÃ'�è`zÚ½§½3�à�è)¤Ú½�O

\��Åìk'�è`zÚ½"

�uý?nì!®?ìÚó�ì§��Ø@�Ù´?Èì��Ü©"

e¡ò`²ùÊ�Ú½���ó�"±eã�é�~§Ù¥A´doublea

.§B´inta."

1 A = A + B * 123

2.1.1 c{©Û

c{©Ûì�É��iÎG£=
�è¤��ÙÑ\§ÑÑ��c{ü�

£c�¤�L"

3þ¡�~f¥§
�è�©�±ec�µ{A,=, A,+, B, ∗, 123}"c�A�B�

£O�CþI£Î§c�=§+Ú∗�£O��Î§123�£O��êi¡�"c

{©Ûì�ÑÑXe:
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Identi f ier id = 1

Assign

Identi f ier id = 1

Operator ” + ”

Identi f ier id = 2

Operator ” ∗ ”

Literal 123
3?ÈìuÐ�@Ï�ã§c{©Ûì´����Õá�Ü©ó�§§�

g5/?n��
©�"�´y3c{©ÛìÏ~´���{©Ûì�f§S


Ñyµ�{©Ûì3ó��Ø�N^c{©Ûì§c{©ÛìlÑ\6¥Ö

��X�iÎ���¤
��c�§c{©Ûìzg�§�N^ö))�{©

Ûì�£�e5���c�"�Ò´`§±þL�~§1�gN^c{©Ûì

�£þL1�1�SN§1�g´1�1§±daí"

2.1.2 �{©Û

�{©Ûì�É�X�c�§©ÛÙ´Ä3�{þ´�(�",�XJ´

�(�§�{©Ûì�£���{)¤ä"

STATEMENT

LVALUE

IDENTIFIER: Identifier [1]

ASSIGN: Assign

EXPRESSION

EXPRESSION

IDENTIFIER: Identifier [1]

OPERATOR: Operator "+"

EXPRESSION

EXPRESSION

IDENTIFIER: Identifier [2]

OPERATOR: Operator "*"

EXPRESSION

LITERAL: Literal(Integer) 123

£þL¿vk²(/�Ñ�{©Ûì´XÛ?nØÓ$�Î�`k?�§
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ù´Ï�dL�´^5`²�{©Ûì���?Ö¤

�,3¢�¥ù��{)¤ä¿Øwª/ïÑ§�´���{©ÛìI�

r��±ïÑ���{)¤ä§ùÒ´`§���±Jlù��{)¤ä�(

�"

�õê�óy�Ñ�±¦^þe©Ã'©{£ã§Ïd·�k��Ê·�

ng���{§=CYK�{"§��ÇØp"�´O�Å�Æ[�ã+
Ê·

5��
�Çµéuþe©Ã'©{�,
A½f8§�3�5��{"·�

ò3�¡�Ù!¥0�Ù[!"

2.1.3 �Â©Û

�Â©Ûì3�{©Ûäþé§S��Â?1"�"Xa.u�"3ù�

�ã§�
�Â�¡�á5�N\�©{ÎÒþ"

STATEMENT

LVALUE(double)

IDENTIFIER: Identifier [1](double)

ASSIGN: Assign

EXPRESSION(double)

EXPRESSION(double)

IDENTIFIER: Identifier [1](double)

OPERATOR: double operator + (double, double)

INT_TO_DOUBLE(double)

EXPRESSION(int)

EXPRESSION(int)

IDENTIFIER: Identifier [2](int)

OPERATOR: int operator * (int, int)

EXPRESSION(int)

LITERAL: Literal(Integer) 123(int)

�ÄL�ªO�µdu�3$�Î­1�A5§3�{©Û�ãÏ~Ã{

(½,�$�ÎäNéA=�¼ê£A�@
3�{©Ûäp?�$�Î¤"3

�Â©Û�ã§du®²(½
z�fä£fL�ª¤�a.§�Ò(½
z

�$�ÎéA�¼ê"Ïd§3�Â©Û��§ù�§SC���1"
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2.1.4 ¥m�è)¤

·�F"?Èì�càÚ�à�pÕá"ùÒ´`§XJ¥m�è��ª

��½
§��kN�cà£Ó�
�ó½ØÓ
�ó�¤ÚM��à£Ó�8

I�ó½ØÓ8I�ó�¤§ÒU��NM�ØÓ�?Èì§z��r,«�ó

�§S�È¤,�«�ó"

,
§�,�Â©Û��§S´�)º�§�´�{©ÛäE,�k
�

ó�Úç))X�{(��"ù²wØÎÜ·�é¥m�è��¦"Ïd§·

�I���¥m�è)¤ì"

~��¥mL«/ª´n/�è"3n/�è�ck��k�«L«/

ª))�{DAG§§3`zþk­��^§�´�©Ø�9`z¤±Ñ��

{DAG�SN"eã´«~�n/�èµ

1 MULTIPLY(t3, id2, 123) [t3 = id2 * 123]

2 INT_TO_DOUBLE(t2, t3) [t2 = int_to_double(t3)]

3 ADD(t1, id1, t2) [t1 = id1 + t2]

4 ASSIGN(id1, t1) [id1 = t1]

2.1.5 �è)¤

�è)¤ìò¥mL«=z�8I�è"

·�5¿�§n/�è�9�Ñ´�
Ä�ö�"¤±XJØ�Ä�Ç�

{§éN´l¥mL«)¤��8I�è§���n/�è�z��-�O�

�8I�èµeÒ�±
"�ù�Ï~��X�þ�P{�è"�©Ø�9`

z§¤±ùpØ2Kã
§k,��Öö�±��ë�©z[1]"

2.2 §S�O�ó�n«¢y�ª

§S�O�ó´5^£ã§S��ã�è"ùã�èÃ{�Åì��£O

$1"Ïd§·�I�ÏL,«�{§ò�ó¤£ã�§S=C�Åì�£O

$1�/ª§ù�¡�§S�O�ó�¢y�ª"~��n«¢y�ª´µ�

�?È!��)ºÚ·Ü¢y"
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2.2.1 ��?È

3ù«�ªe§?Èì�g5/ò��§S?È¤��1�Åìè"Ù

A:´?È�ãÚ$1�ã©l"¦^ù«�ª��ó��$1�Ç�Ð"

C++Ò´¦^��?È�ª��ó"

2.2.2 ��)º

ù«�ªaquÜÝ
��T�ó�J[Åµ)ºìzgé�
�è¥�

���é¿�È§"5¿�ù��5§Ó���é�U��Èêg§ù�Ò

`²
��o¦^��)º�ª��ó��$1�Ç��",
��)º�

k`:µÄk§�£�5Ð¶Ùg§3NÁ�§éN´½ �Øu)� �"

SHELL´�«��)º�ª��ó§kéõ���óÑ´��)º�"

2.2.3 ·Ü¢y

ù��ª´?ÈÚ)º�ò¥"3ù«�ªe§?Èì�g5/?n��

§S§��¦^cà))ù�Ò��
¥mL«§,�é¥mL«?1)º"

du¥mL«®²²L
�½��ªz§§'
�è�\´)º§Ïdõg)

ºÓ��é��d�Ò�õ
"ùa�ókXÑ$u��?È�ó��Ç§Ó

�qk��)º�ó�p�£�5"JavaÒ´�«·Ü5�ó§Java�è²L?

È)¤/i!è0§,�3JavaJ[Åþ)º$1i!è"

2.3 n�d-ì��ª

n�d-ì��ª�^5£ãþe©Ã'�ó"3e¡�Ù!¥£ã§S©

{�ò�þ¦^n�d-ì��ª"

Ù�ª�A ::=< S tring >"Ù¥A´�ª(ÎÒ§< S tring >´��ÎÒG§

�±��G"

'X±e©{Ò£ã
�êoK$���{µ

EXPR ::= TERM

EXPR ::= TERM + TERM

EXPR ::= TERM - TERM

TERM ::= FACTOR
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TERM ::= FACTOR * FACTOR

TERM ::= FACTOR / FACTOR

FACTOR ::= (EXPR)

FACTOR ::= integer_value

Ù¥integer value´�êi¡�§´ª(ÎÒ"3?Èì¥§�êi¡�d

c{©Ûì§
��{©Ûì½Â"

2015c&EÆc���¥II[èÿÀè
Ø© 238



'u±
�è�Ñ\��a¯K�ÐÚ&¢ wÅ	°qAÖ� ©��

3 Ä�¯K:Ø�9�Â�¯K

3.1 �è�ÝÚO¯K1

ÚO�ãPascal�è��è�Ý"�è�Ý^/ü�0�êþ½Â§z��

3i!z�I£Î!z�i¡�!zés)Ò!zé)Ò!z�$�Î���

��”ü�”"5ºØë�ÚO"

{THIS IS COMMENT}

-THIS IS A STRING.

(A * A) shr 1

±þ©�~µ1�1�k��ü�§=�s)Ò¶1�1��k��ü�§

=iÎGi¡�¶1n1k6�ü�§�)���3i§ü�I£Î§�é)

Ò§��$�Î§���êi¡�"

é²w§ù�¯K�I�ÀÃ¢y��c{©Ûì"

3.1.1 c{©Ûì

c{©Ûì�¢y�{aquÖ\`z��{"ÄkÖ\eZ��xiÎ

��������xiÎ"�âù���xiÎ�a.�äù�c��a."

3ù�¯K¥§·��±@��kn«��xiÎa.µêia.£0 − 9¤§I

£ÎÞa.£!A-Z!a-z¤§Ù¦"

1 const int TEMPTY = -1;

2 const int TDIG = 0;

3 const int TSHEAD = 1;

4 const int TOTHER = 2;

5

6 int charType(char x)

7 {

8 if (x == ’ ’) return TEMPTY;

9 if (x == ’\n’) return TEMPTY;

10 if (x == ’\t’) return TEMPTY;

11 if (x == ’\r’) return TEMPTY;

1UVA 189. Pascal Program Lengths, ACM-ICPCH\|4Zæ«�m(1989/1990mc)
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12 if (x == ’_’) return TSHEAD;

13 if ((x >= ’0’) && (x <= ’9’)) return TDIG;

14 if ((x >= ’A’) && (x <= ’Z’)) return TSHEAD;

15 if ((x >= ’a’) && (x <= ’z’)) return TSHEAD;

16 return TOTHER;

17 }

�
�B3/�cw0�Ó�ØUCÑ\6¥�SN§·�,	���Ñ

\6+nì5�OIOÑ\6"Ñ\6+nìk���À«§ù�+nì�|

±µ�£Ñ\6Þ�iÎ§lÑ\¥����iÎ§Ïd�À«����1"

1 namespace Stream

2 {

3 char buffer;

4 void Init()

5 {

6 buffer = 0;

7 }

8 char nxtChar()

9 {

10 if (buffer == 0)

11 buffer = getchar();

12 return buffer;

13 }

14 char getChar()

15 {

16 char ret = nxtChar();

17 buffer = 0;

18 return ret;

19 }

20 }

�e5c{©Ûìò�N^#�Ñ\6+nì§
ØN^IOÑ\"

1 namespace Lex

2 {

3 string buffer;

4 // �À«

5 void Init()

6 {
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7 buffer = "";

8 }

9 string nxtLexeme()

10 {

11 if (buffer.size()) return buffer;

12 while (charType(Stream::nxtChar()) == TEMPTY) Stream::getChar();

13 // aL�xiÎ

14 int TYPE = charType(Stream::nxtChar());

15 if (TYPE == TDIG)

16 {

17 while (charType(Stream::nxtChar()) == TDIG)

18 buffer += Stream::getChar();

19 return buffer;

20 }

21 if (TYPE == TSHEAD)

22 {

23 int t;

24 while (((t = charType(Stream::nxtChar())) == TDIG) || (t ==

TSHEAD))

25 buffer += Stream::getChar();

26 return buffer;

27 }

28 // TOTHER

29 switch (Stream::nxtChar())

30 {

31 case ’+’: case ’-’: case ’,’:

32 case ’*’: case ’/’: case ’=’:

33 case ’ˆ’: case ’@’: case ’;’:

34 case ’(’: case ’)’: case ’.’:

35 case ’˜’: case ’[’: case ’]’:

36 return buffer += Stream::getChar();

37 break;

38 case ’>’: case ’:’

39 buffer += Stream::getChar();

40 if (Stream::nxtChar() == ’=’)

41 buffer += Stream::getChar();

42 return buffer;

43 break;

44 case ’<’:

45 buffer += Stream::getChar();

46 if ((Stream::nxtChar() == ’=’) || (Stream::nxtChar() == ’>’))

47 buffer += Stream::getChar();

48 return buffer;

49 break;

50 };

51 }

52 string getLexeme()

53 {
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54 string ret = nxtLexeme();

55 buffer = "";

56 return ret;

57 }

58 }

ùp·�5¿�§ùã�è¥¦^string5;�c�"·���§Ø
5

ºSNÚiÎGi¡�±	§z�c��a.Ñ�±ÏLÄiÎa.�äÑµ

TSHEADa.�ÄiÎ`²��I£Î½'�i£5¿3ù�K¥ùüö�

d¤§TDIGa.�ÄiÎ`²���êi¡�m©"

3.1.2 Ú\�ÆOê{

þ¡�@��{éu�5�ù�K´Ø
�µ3�K¥ê�U±�ÆOê

{Ö\§¿�Ïd§�±´¢ê§g,��U±�ê/ªÑy"

vk�ÆOê{�c{©Ûì®²·^u����Ü©K8"vk,��

Öö�±@��Kvkù���§ÑL�!"

3ù�ck�	�K¥��ÆOê{´No½Â�µ”The most general form

of a numeric constant is illustrated by the constant 10.56E-15. The 10 is the integral

part (1 or more digits) and is always present. The .56 is the decimal part and is optional.

The E-15 is the exponent and it is also optional. It begins with an upper or lower case

E, which is followed by a sign (+ or -). The sign is optional.”

�ê:c��k��êi"�ê:�Ec�Ü©´�À�§E���Ü©�

´�À�"

éN´�Ñù���èµ

1 if (TYPE == TDIG)

2 {

3 int Statu = 0;

4 do

5 {

6 while (charType(Stream::nxtChar()) == TDIG)

7 buffer += Stream::getChar();

8 if ((Statu <= 1) && (Stream::nxtChar() == ’.’))

9 {

10 Statu = 1;

11 buffer += Stream::getChar();

12 }

13 else
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14 if ((Statu <= 2) && (Stream::nxtChar() == ’E’))

15 {

16 Statu = 2;

17 buffer += Stream::getChar();

18 buffer += Stream::getChar();

19 }

20 else

21 Statu = 3;

22 }

23 while (Statu <= 2);

24 return buffer;

25 }

3.1.3 Ú\5º

Pascal¥5º�üÑ´µzgé�1����IP�5º½iÎG�Ü©�

�s)Ò§é�ù���1��ms)Ò§§��m�Ü©�¤5º"Öö�

±ÏL3IDE¥Ñ\�è{{}}5(@ù�:§A�¬uy1o�iÎØ¥y5º
�ôÚ"

@o�èÒé{ü
"

1 case ’{’: {

2 while (Stream::nxtChar() != ’}’)

3 buffer += Stream::getChar();

4 return buffer += Stream::getChar();

5 }

3.1.4 Ú\iÎG

Pascal¥£OiÎG�üÑ´µzgé�1����IP�5º½iÎG�

Ü©�ÚÒ§é�ù±��1���¡;��Ø´ÚÒ�ÚÒ"Öö�±ÏL

ÁX?È±e�è5�yù�:§A�¬uy?È�Ø"

1 begin

2 writeln(’’ ’’);

3 end.

ùÜ©��è�éN´�Ñ"
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1 case ’\’’: {

2 buffer += Stream::getChar();

3 while (1)

4 if (Stream::nxtChar() == ’\’’)

5 {

6 buffer += Stream::getChar();

7 if (Stream::nxtChar() == ’\’’)

8 buffer += Stream::getChar();

9 else

10 return buffer;

11 }

12 else

13 buffer += Stream::getChar();

14 }

3.1.5 Ù¦¢y[!

XJF"ACdK§ÀÃA�5¿�±þ?n�ÆOê{�§SãÃ{?n

½Âê|��«m§X[1..2]"ùò�¦Ñ\6+nì��À«��*Ü�2§¿

�é?nê�Ü©?1�A�?U"
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4 ?�¯K:�[
�è�¯K

4.1 ��{´python)ºì2

?���)ºì"

|±ü«�éµ

1. D��éµCþ=L�ª"Cþ�k�ê.§�ÃI¯k(²"L�ª¥

�k±e��µoK$�Î£\!~¶¦!�Ø¤§Cþ¶§~þ"vk)Ò"

2. ÑÑ�éµprint(Cþ¶½~þ[,Cþ¶½~þ]*)

ùp�~þ���±^16 �ÎÒ�ê.�e�g,ê"¤kCþ3�N

^c���D�L�g"Ñ\êâÎÜPython3�{"

4.1.1 «©ü«�é

ÑÑ�é´N´�[�"^��STL::mapòCþ¶N���=�"

'�3uD��é§��¬0�õ«�{5?nD��é"

ÄkÌ§S�(��±�¤��whileÌ�§z�Ì�N?n���é"

lc{©ÛìÖ\���é�Äc�"ù�c��o´print§�o´Cþ

¶"5¿µÏLù�c�¿ØU�äÑ�é�a.))3Python3¥print¿�´

��'�i§
´��¼êé�"éù�é�?1D�´Ü{�))�ØL3

d��ÒØU¦^print¼ê?1ÑÑ
"Ïd�(�«©ü��é��{´§

3Ö\Äc��u�£ù�Ò�I����1��À«
¤e�c�"XJ´�

uÒ§K�D��é§´��)Ò§K�ÑÑ�é"

y3·�®²U«©=�´D��é
"y3kn«�{5?nD��é

mà�L�ª"ù
�{©O�ue¡"

y3�K��{�Ü©Ò´|±p°Ý
"ØL@Ò��©SNÃ'§�

ÒØ2Kã
"

4.1.2 1�«: ×£§�oÒ�²;L�ªO�

äkoK$��L�ªO�´��²;¯K"

2YK(py),,Ø�¶NOI�[m
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�o��ÎÒÒÚ���Ò§l��m×£§��\~{Ø\ü�Ò§�

�¦Ø{��A^��Ò�Òº��=�"

3ù«�{e§XJ�|±)Ò�{§Ò��z������mZ"��

¦Ø{�¿���A^§
´Ó�Ø\"�ØLzÓÌ�N(åcu�µeÎ

ÒÒÞ´¦Ø{§¿�Ù�m'�ÒÞ5�@�{§rÎÒÒÞ��A^3�

Ò��þ�ü���þ"

3ù«�{e§XJ�|±�õ`k?�$�§A�ùo?Uµzg��

$�Î��ÿ§u�Òº§A^¤k`k?�p�$�"òÎÒÒ�¤��ü

NÒ"

4.1.3 1�«: �g5Ö\§U$�Î`k?
)L�ª2O�

�g5Ö\¤kc�����£�£ùI�éc{©Ûì?1�
,	�

?U¤§,�éÑÙ¥¤k��$`k?ÎÒ))\{Ú~{"^ù
ÎÒòL

�ª
©¤ê�S¹$�Î`k?�î�pu\{Ú~{�/�0£ùp/^


/õ�ª0¥�/�0ù�â�§¿vk�oAO�¿g¤",�òz�/�0

^g$`k?ÎÒ))¦{ÚØ{
©¤õ�/Xê0=�"¦���ÿkO

�Ñ¤k/�0��§2O���L�ª��=�"

3ù«�{e§XJ�|±)Ò�{§�I�3Ïé8c�$`k?��

ÑK@
3)Ò¥�ÎÒ§¿rL�ªO��¤��¼ê§?148N^=

�"

3ù«�{e§XJ�|±�õ`k?�$�§{ü/O\Ú½ê=�"

4.1.4 1n«: ×£§��X48eü��{©Û�L�ªO�

ù«�{Ú±þü«�'§3¢y�§5��E,"�,Xd§���K

8¥¿��kL�ªO�§òO\�õ���"Ïd§Ýº48eü�{©Û

ò´é­��"

48eü©Û�{deZ�¼ê�¤§z��¼êéA
£ãd�ó�þ

e©Ã'©{¥����ª�ÎÒ"

�£ãù��ó�þe©Ã'©{ä�LL(1)5�§¢yò¬C��~{

ü"
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±�K�~"±e´�K¥L�ª÷v�þe©Ã'©{"Ù¥EXPR�Ð

©ÎÒ"

EXPR ::= TERM

EXPR ::= EXPR + TERM

EXPR ::= EXPR - TERM

TERM ::= FACTOR

TERM ::= TERM * FACTOR

TERM ::= TERM / FACTOR

FACTOR ::= variable

FACTOR ::= integer

�Ù�d���LL(1)©{Xeµ

EXPR ::= TERM REXPR

REXPR ::= ú

REXPR ::= + TERM REXPR

REXPR ::= - TERM REXPR

TERM ::= FACTOR RTERM

RTERM ::= ú

RTERM ::= * FACTOR RTERM

RTERM ::= / FACTOR RTERM

FACTOR ::= variable

FACTOR ::= integer

LL(1)5`²§3ù�©{�48eü©Ûì¥§éuz��ª(ÎÒ§Ñ

�I�lc{©Ûì¥Ö���c�Ò�±�ä§·^�C�5K"/Ïù�

5�Ò�±�Ñù��©Û§Sµ

1 void EXPR();

2 void REXPR();

3 void TERM();

4 void RTERM();

5 void FACTOR();

6
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7 void EXPR()

8 {

9 TERM(); REXPR();

10 }

11

12 void REXPR()

13 {

14 if (Lex::nxtLexeme() == "+")

15 {

16 AssertNext("+"); TERM(); REXPR();

17 return;

18 }

19 if (Lex::nxtLexeme() == "-")

20 {

21 AssertNext("-"); TERM(); REXPR();

22 return;

23 }

24 return;

25 }

26

27 void TERM()

28 {

29 FACTOR(); RTERM();

30 }

31

32 void RTERM()

33 {

34 if (Lex::nxtLexeme() == "*")

35 {

36 AssertNext("*"); FACTOR(); RTERM();

37 return;

38 }

39 if (Lex::nxtLexeme() == "/")

40 {

41 AssertNext("/"); FACTOR(); RTERM();

42 return;

43 }

44 return;
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45 }

46

47 void FACTOR()

48 {

49 if (isDigit(Lex::nxtLexeme()[0]))

50 {

51 AssertInteger();

52 return;

53 }

54 if (isSHead(Lex::nxtLexeme()[0]))

55 {

56 AssertVariableName();

57 return;

58 }

59 throw "Syntax Error";

60 }

ù
L§�m�N^(�Ò�¤
T�é�äN�{ä"

// �~c�6

integer + integer * variable - integer

// N^(�

EXPR(); // nxtLexeme is [integer]

TERM();

FACTOR();

AssertInteger(); // nxtLexeme -> ["+"]

RTERM();

REXPR();

AssertNext("+"); // nxtLexeme -> [integer]

TERM();

FACTOR();

AssertInteger(); // nxtLexeme -> ["*"]

RTERM();

AssertNext("*"); // nxtLexeme -> [variable]

FACTOR();

AssertVariableName(); // nxtLexeme -> ["-"]

RTERM();

REXPR();
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AssertNext("-"); // nxtLexeme -> [integer]

TERM();

FACTOR();

AssertInteger(); // nxtLexeme -> [EOF]

RTERM();

REXPR();

// äN�{ä

EXPR ::= TERM REXPR

TERM ::= FACTOR RTERM

FACTOR ::= integer

[integer]

RTERM ::= ú

REXPR ::= + TERM REXPR

["+"]

TERM ::= FACTOR RTERM

FACTOR ::= integer

[integer]

RTERM ::= * FACTOR RTERM

["*"]

FACTOR ::= variable

[variable]

RTERM ::= ú

REXPR ::= - TERM REXPR

["-"]

TERM ::= FACTOR RTERM

FACTOR ::= integer

[integer]

RTERM ::= ú

REXPR ::= ú


k
�{ä±�Ò�±|^§5?1O�
"±�c�©Û§Sû)Ñ

�¦�§S´ù��f�µ

1 valtype EXPR();

2 valtype REXPR(valtype lhs);

3 valtype TERM();

4 valtype RTERM(valtype lhs);
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5 valtype FACTOR();

6

7 valtype EXPR()

8 {

9 return REXPR(TERM());

10 }

11

12 valtype REXPR(valtype lhs)

13 {

14 if (Lex::nxtLexeme() == "+")

15 {

16 AssertNext("+");

17 return REXPR(lhs + TERM());

18 }

19 if (Lex::nxtLexeme() == "-")

20 {

21 AssertNext("-");

22 return REXPR(lhs - TERM());

23 }

24 return lhs;

25 }

26

27 valtype TERM()

28 {

29 return RTERM(FACTOR());

30 }

31

32 valtype RTERM(valtype lhs)

33 {

34 if (Lex::nxtLexeme() == "*")

35 {

36 AssertNext("*");

37 return RTERM(lhs * FACTOR());

38 }

39 if (Lex::nxtLexeme() == "/")

40 {

41 AssertNext("/");

42 return RTERM(lhs / FACTOR());
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43 }

44 return lhs;

45 }

46

47 valtype FACTOR()

48 {

49 if (isDigit(Lex::nxtLexeme()[0]))

50 return GetIntegerVal();

51 if (isSHead(Lex::nxtLexeme()[0]))

52 return GetVariableVal();

53 throw "Syntax Error";

54 }

¯K�d)û"ØL§XJéu�©Û§SSÜD\ëêa�Ø·�{§

�±¹^whileÌ�{zù�§S"

1 valtype EXPR();

2 valtype TERM();

3 valtype FACTOR();

4

5 valtype EXPR()

6 {

7 valtype ret = TERM();

8 do

9 {

10 if (Lex::nxtLexeme() == "+")

11 {

12 AssertNext("+");

13 ret = ret + TERM();

14 continue;

15 }

16 if (Lex::nxtLexeme() == "-")

17 {

18 AssertNext("-");

19 ret = ret - TERM();

20 continue;

21 }

22 break;
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23 }

24 while (1);

25 return ret;

26 }

27

28 valtype TERM()

29 {

30 valtype ret = FACTOR();

31 do

32 {

33 if (Lex::nxtLexeme() == "*")

34 {

35 AssertNext("*");

36 ret = ret * FACTOR();

37 continue;

38 }

39 if (Lex::nxtLexeme() == "/")

40 {

41 AssertNext("/");

42 ret = ret / FACTOR();

43 continue;

44 }

45 break;

46 }

47 while (1);

48 return ret;

49 }

50

51 valtype FACTOR()

52 {

53 if (isDigit(Lex::nxtLexeme()[0]))

54 return GetIntegerVal();

55 if (isSHead(Lex::nxtLexeme()[0]))

56 return GetVariableVal();

57 throw "Syntax Error";

58 }

ù�§S¢Sþ´Äu±e©{�§§�L��ª´BNF���Ú\
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Kleene(Ò�*Ð��"

EXPR ::= TERM ((+ TERM) | (- TERM))*

TERM ::= FACTOR ((+ FACTOR) | (- FACTOR))*

FACTOR ::= integer | variable

y3·���
ü�×£¿��X48eü�{©Û�)û�KL�ªO

�¯K�§S"e¡·��Ä§�*Ð"

O\�õ`k?$�´N´�§�I�X{��§O\A�©ÛL§Ò�

±
"

O\é)Ò�|±�´N´�"ù��u3FACTOR�C�5K¥\þ�

^FACTOR::=(EXPR)"éFACTOR()��?U=�"

XJ~ê¥kKê§ÒI�O\éü8$�/K0�|±"3TERMÚFACTOR�

m\þ��©ÛL§Ò�±
"ù�©ÛL§�V¬´ù��µ

1 valtype NEWLAYER()

2 {

3 if (Lex::nxtLexeme() == "-")

4 {

5 AssertNext("-");

6 return - FACTOR();

7 }

8 return FACTOR();

9 }

l
·��±�B/òù�©Û§S\\�õ�A5"ùò4�/kÏu

·�)û�e5�¯K"
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4.2 ��{´�C++·Ü¢yXÚ3

\I�?���C++)ºì"§I�|±±eA5µ

int.Cþ§±9intê|£¹p�ê|¤Cþ¶int.Cþþ�eZ$�¶¦

^cinÚcout?1int�Ñ\ÚÑÑ¶�ÛCþÚÛÜCþ£Ø¹Ä�©�S�¤¶

¦^int putchar(int)¼êÑÑ��iÎ¶±"½�½õ�int�ëê�§int.g½

Â¼ê£Ø¹Jc½Â¤§��48¶if�é§forÌ�Úwhilec��whileÌ�"

ù�K8�Ü©©Ä�þ´Uì?�)ºì�Ú½©Ú�Ñ�"ÏdÁ�

Ü©©©ÙXeµ

1��ÿÁ:´x©:"

1��ÿÁ:´�¹\~¦ØÚg,ê~ê�L�ªO�"

1n�Ú1o�ÿÁ:´L�ªO�"

1Ê�ÿÁ:¥�kmain¼ê§�Ø¹6§���é"

18�Ú1Ô�ÿÁ:¥�kmain¼ê"

4.2.1 ÿÁ:2

1��ÿÁ:��{ë�c�!/{´python)ºì0"

4.2.2 ÿÁ:3Ú4

ùü�ÿÁ:Ò´31��ÿÁ:�©Û§Sþ\\A?#�$�§\\

)Ò§\\ü8$�§±9��k�ÂÄ���£g��¼ê(=putchar¼ê)"

Ó�ë�c�!"

4.2.3 ÿÁ:3Ú4,O�=z�ÿÁ:5

3�c�§S¥§·�Ä�
coutÚendl�m�SN¿éÙ?1©Û"

�
?n��cout��õ�L�ª§½cin��õ�/��|Ü§·�A�

é���é?1©Û§ùÒ´`§òÑ\ÑÑ$�Î���$�
\\L�ª

?n�¬"

3tsinsen P7003 / uoj 98. �5§S#U,8Ôèpÿ’151o|
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ùü�$�´äkÄ��"3ùp·�¦^±eüÑ5¢yùü�$�Îµ

�$�Î<<±��@��$?�ª(ÎÒéA�L�ª�O�Ñ5±�§Ò�

�ÑÑ§"£Ï�3�K¥�±(½d$�Îc�L�ª�(J´cout"¤cinÓ

n"

�¤�è�V´ù��"

1 valtype NEWLAYER()

2 {

3 valtype ret = NEXTLAYER();

4 do

5 {

6 if (Lex::nxtLexeme() == "<<")

7 {

8 AssertNext("<<");

9 putvalue(NEXTLAYER());

10 continue;

11 }

12 if (Lex::nxtLexeme() == ">>")

13 {

14 AssertNext(">>");

15 getvalue(NEXTLAYER());

16 continue;

17 }

18 break;

19 }

20 while (1);

21 return ret;

22 }

Ù¥NEWLAYER?nÑ\ÑÑ$�±9'§`k?�$�$�£Ù¢Ò´

��$�§NEWLAYERÒ´�é¤§NEXTLAYER?n$uÑ\ÑÑ$�§�

Ò´Ï~¿Âþ¤`�L�ª"putvalueÚgetvalue´valtypek'�ü�¼ê§'

ugetvalue�¢yò3��Ú\CþVg�äN0�"

4.2.4 ÿÁ:5,#A5�:Cþ

ÿÁ:5Ú\
Cþ"
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3�K¥§k±eé��3µint.Cþ§int&.Cþ£D�Ò�>�@�

ÀÜ¤§cin§cout§endl"

·�k�ÄXÛ?nc¡@ü�ÀÜ"·�m���ê|5�[S�§

,�^��pair < bool, int >£e{��§PBI¤5L«é�"�PBI�bool´

ý�§�Lù�PBIL«�é�3S�¥k(½�/�£ù�Cþ3�ê|

¥� ���3PBI�int¥¤§´��int&¶ÄK§�´���§äN����

3PBI�int¥"

�e5�\\cin§cout§endlùn�é�"�I�ò,�PBI�bool��ý§

,�3int¥���Ø�UÑy3/�¥��ê§'X`§Kê§Ò�±L«

�cinù��AÏé�
"

e¡´putvalueÚgetvalue��«¢y"

1 const constENDL = make_pair(true, -1);

2

3 void putvalue(PBI x)

4 {

5 if (x == constENDL)

6 cout << endl;

7 else

8 if (x.first)

9 cout << MEMORY[x.second];

10 else

11 cout << x.second;

12 }

13

14 void getvalue(PBI x)

15 {

16 if (!x.first) throw "Syntax Error";

17 if (x.second < 0) throw "Syntax Error";

18 cin >> MEMORY[x.second];

19 }

�ü�PBIë�ØD�ÚÑ\ÑÑ±	�$��§ïá��#�PBI��Ù

(J"Ùbool�false§Ùint�$�(J"«~Xe"

1 int to_val(PBI x)
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2 {

3 if ((x.first) && (x.second < 0))

4 throw "Runtime Error";

5 if (x.first)

6 return MEMORY[x.second];

7 else

8 return x.second;

9 }

10

11 PBI operator + (PBI lhs, PBI rhs)

12 {

13 return make_pair(false, to_val(lhs) + to_val(rhs));

14 }

�ü�PBIë�D��K�â�Ãý�PBI�int5rmý����S�ê|

¥·�� �"

4.2.5 ÿÁ:5,#A5�: ê|

éuê|�?nkõ«�ª"k�«�{´^TÐ�uê|¥���ê�

ëYS�5��ê|§zg^úªO�I����3@� �"�du�K¥

�CþÓ^S�êþØõ§¤±�k�«�m|^Ç350%±þ§100%±e�

¢y�{§ù«�{�®k�L�ªO��¬�\�N"

é��ê|ïá��ä"z�i�ê|�¯fÒ´§e¡�@ê�i − 1�ê

|"ù«¢yÒ�ù�äþ�¤k!:Ñ����S�¥� �"3�f!:

��ù�Cþ�ç�§3��f!:��§1��f!:�3S�¥� �§

¿òz���f!:�¯f��3ëY�S� �¥"ê|A[3][2]��«Sü

�ª´ù��f�µ
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Address Content Value

x A x + 1

x + 1 A[0] x + 4

x + 2 A[1] x + 6

x + 3 A[2] x + 8

x + 4 A[0][0] A[0][0]

x + 5 A[0][1] A[0][1]

x + 6 A[1][0] A[1][0]

x + 7 A[1][1] A[1][1]

x + 8 A[2][0] A[2][0]

x + 9 A[2][1] A[2][1]
3ù«Süe§N´ò�ê|��”[]”�¤��PBI�int�$�"

4.2.6 ÿÁ:5,#A5n: S�+n

�,ÿÁ:5¥�k^S(�§�´§¿vk�y��3int main��@é

s)Ò"

ùÒ´`§I��ÄCþ�^��¯K"

���¼ê¥N^
,�Cþ�§Ï~¦^±e�K(½äN´=�Cþµ

lù�CþN^�é¤á�s)Ò�þ§�$��3T �c�¹(²�é�

s)Ò¥�@�(²�é¤(²�CþÒ´�N^�Cþ"

3�k��¼ê�§·��Ä3��(²�é�P¹ù��é§3¬��

��¬¥¤k�(²�é§@o�1N^�é��ÿN^�TÐÒ´�ù�C

þ¶�����(²�é¤(²�Cþ"

¦^��map < string, stack < int >>Ú��stack < stack < string >>5?

n"cö^5N^§�ö^5��¬¥¤k(²"

4.2.7 ÿÁ:5,#A5o: õ��é

^��48N^�©ÛL§5©Û��¬"

zgÏLÄc�5�ä�éa."

XJÄc�´ms)Ò`²¬(å"

ÄKµ
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int�«��(²�é¶

�s)Ò�«��¬�é¶

return�«���£��é§��k��¼ê��ÿù�±^©Û§S¥�

��exit(0))û¶

Ù¦�¹e�d�c®²OrL�L�ª?n�¬?n"

4.2.8 ÿÁ:6Ú7

ùü�ÿÁ:¥Ú\
Ì��é"ù�U¬��Ó�
�èã��E?n"

Ïd§zgéÙ?1×£Ú�{©Û§3�ÇþC�ØZ"

�
)ûù�¯K§I�31�H×£��ÿ�Ùwª/ïÑÄ��{ä§

,��c�×£L§C¤×£�{äþ,�!:�¯f"

Ä��{äkéõ¢y�{")ö@�§���k±e��µ

��^5��k'&E�vector < string >"��Cþ(²�é�vector <

string >¥�U��
ù�Cþ�Cþ¶§±9��Ý���¶�L¼ê�!:

�vector < string >¥�U¹k
§�ëê�¶¡¶�L�¹k\{Ú~{9Ù

±e$��fL�ª�!:¥�U��
Ù1��©þm©��©þc´\Ò

�´~Ò"

��^5��¯f�vector < Tree∗ >"�!:�¯f�U��A�Cþ(
²�é!:ÚA�¼ê!:"

3ïÑù��{ä�§×£�1ÒC¤
�{äþ�,��!:"���

[L§Ò´�1�!:e�¶¡�main�function!:"

e¡�´¦^L�ªO��~f5`²���g�"

4.2.9 ÿÁ:6Ú7: ��«~

ù�«~´����¹\{!~{Ú¦{ü?�L�ª"

þe©Ã'©{µ

EXPR = TERM ((+ TERM) | (- TERM))*

TERM = FACTOR (* FACTOR)*

FACTOR = integer
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EXPR!:���´µvector < string >¹keZ�”+”½”-”§�«
1�

�TERMm©�ÎÒ§vector < Tree∗ >¹keZ�TERM!:"

TERM!:���´µvector < string >��§vector < Tree∗ >¹keZ
�FACTOR!:"

FACTOR!:���´µvector < string >¹k����§�integer�äNê

�§vector < Tree∗ >��"
§��{ä!:½ÂÜ©´ù��µ

1 struct Tree

2 {

3 vector<string> VS;

4 vector<Tree*> VTp;

5 Tree()

6 {

7 VS.clear();

8 VTp.clear();

9 }

10 };

@o§éA�©Û§S´ù��µ

1 Tree* analyseEXPR();

2 Tree* analyseTERM();

3 Tree* analyseFACTOR();

4

5 Tree* analyseEXPR()

6 {

7 Tree* ret = new Tree;

8 ret->VTp.push_back(analyseTERM());

9 while ((Lex::nxtLexeme() == "+") || (Lex::nxtLexeme()

== "-"))

10 {

11 ret->VS.push_back(Lex::getLexeme());

12 ret->VTp.push_back(analyseTERM());

13 }

14 return ret;

15 }
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16

17 Tree* analyseTERM()

18 {

19 Tree* ret = new Tree;

20 ret->VTp.push_back(analyseFACTOR());

21 while (Lex::nxtLexeme() == "*")

22 {

23 Lex::getLexeme();

24 ret->VTp.push_back(analyseFACTOR());

25 }

26 return ret;

27 }

28

29 Tree* analyseFACTOR()

30 {

31 Tree* ret = new Tree;

32 ret->VS.push_back(Lex::getLexeme());

33 return ret;

34 }

§�)º§S��A�¦^ê�¼ê"

1 int executeEXPR(Tree* cur);

2 int executeTERM(Tree* cur);

3 int executeFACTOR(Tree* cur);

4

5 int executeEXPR(Tree* cur)

6 {

7 int ret = executeTERM(cur->VTp[0]);

8 int SZ = cur->VS.size();

9 for (int i = 0; i < SZ; i++)

10 if (cur->VS[i] == "+")

11 ret = ret + executeTERM(cur->VTp[i + 1]);

12 else

13 ret = ret - executeTERM(cur->VTp[i + 1]);

14 return ret;

15 }

16

17 int executeTERM(Tree* cur)
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18 {

19 int ret = 1;

20 for (vector<Tree*>::iterator it = cur->VTp.begin();

it != cur->VTp.end(); it++)

21 ret = ret * executeFACTOR(*it);

22 return ret;

23 }

24

25 int executeFACTOR(Tree* cur)

26 {

27 int ret = 0, SZ = cur->VS[0].size();

28 for (int i = 0; i < SZ; i++)

29 ret = ret * 10 + cur->VS[0][i] - ’0’;

30 return ret;

31 }

Öö�±ë�ù�«~�Ñ·^u�K��E,�ïá�{äÚ)º�{

äL§"

4.2.10 ÿÁ:8, 9, 10

ùn�ÿÁ:Ú\
¼ê"ù�¦©Û§S�ê��¬Ñ�?1U?"

4.2.11 U?�:L�ªO��¬

�5§L�ªO��¬¥éputchar¼ê?1
A�"3Ú\
g½Â¼ê

±�§A�k�±?n¤k¼ê�Å�"

äN�5`´ù��µ�L�ª$���.�£=�c«~¥�FACTOR�¤

����I£Î�§�ä§´Ø´��¼ê"¼êL�±ÏLýku¢�{ä

¥�!:��f��"XJØ´¼ê§@oÒ´��Cþ§�S�+n�¬�

¦éACþ��"XJ´¼ê§u�´Ä´ý��putchar§XJ´�{�1�

ÂÄ�§ÄK§ùpI�N^¼ê§lýku¢���map < string,Tree∗ >¥
u�ù�¼êéA��{äfä§e¡Ò´��1ù�fä"3ù����S

�+n�¬r¼ê�ëê��Cþ?1(²ÚD�"
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4.2.12 U?�: S�+n�¬

4.2.6¥�S�+nÅ�3ùn�:òÑy�Ø"

±±e§S�~"

1 int x;

2

3 int func()

4 {

5 x;

6 }

7

8 int main()

9 {

10 int x;

11 func();

12 }

�â4.2.6�Å�§3m©�1main�c§�ÛCþx�(²§\Ò"m©�

1main±�§ÛÜCþx�(²§\Ò"N^func±�§I���x�/���£

�´xù�¶iéA�Òº§=main¼ê�ÛÜCþx"ù´ØÎÜ~n�§3

¼êfunc¥�xA���´���)Ò±	��ÛCþx"

u´�Ú\#êâ(�stack < multiset < string >>"ù�êâ(�^5�

�z�¼ê¥�Cþ(²�¹"3Î¯Cþ/�§Äku�T�¼ê¥´Ä(

²LdCþI£Î§e´§�£map < string, stack < int >>�Òº§ÄK�£

@��ÛCþ�/�§�,ù�/�Ò3map < string, stack < int >>�Ò."

4.2.13 ��¢y[!: return

return'�iò¥ä��¼ê�N^"


3�1�{ä�L§¥¥ä��f§S¿Ø�u¥ä
��¼êN^"

ù�5��XÛ?nreturn�é�¯K"

3�c�ÿÁ:¥§du�k��¼êmain§���return��ÿ�±��

¥ä��§S£X¦^exit(0)¤"

·�ò��return��1L§y©¤A��ã"

�1c�ãµ©Ûì��
return'�i§�3O��¡�L�ª"
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�1��ãµ©Ûì?1�X�£ò§��£�ù�¼ê�N^�é"

�1��ãµ?1òÑ��¼ê���×ó�"

·�5¿�§�,�±kéõ�¼ê¥�return�éÓ�?u�1c�ã§

�z�z�?u�1��ã�return�é�k���ùÒ´`§�±¦^�ÛC

þ5+nreturn�é"¢yÑ"
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5 C«¯K:(Ü
êâ(��¯K

34.1¤3�@|�[m¥§4.1�¡�/?§JÝ'��0�/�?[!

K0§I�/Ùö�ÀÃ�1����1.5���0½´/�f�ÀÃ�3���0

5�¤"
XÓ4.2���r�[K§=¦´ÑK<3�ÖLk'á�£�ë�

©z¤��§�s
6���5�ÑÙ�Ý�Z1�I§§�ÒJ%4.2�^5ÿ

Á12¶ÿÀè
�§�p©�k40©§�Ò´/E,L�ªO�0�§Ý
"

1ÊÙ�K83�èrÝþ�$u4.2£�è�Ýþ´o©��r�§Ý¤§

Ñ$u4.1£5¿XJ�AC4.1�I���p°Ý¢y¤§ù�rÝ´�±�É

�§´·Ü���3�|Ê����OI/ACM'm¥�"

35.1¥òù)��Ä:�¯K"§�ÐÑy3�|ACM'm¥§´T|

'm¥�J�¯K§3}400�ëmèÎ/ÀÃ¥�k1�èÎ/ÀÃ)ÑdK"

5.2¥�A�¯KK´ò5.1��
$��p?êâ(��(Ü����Ô"

5.1 Unreachable Statement4

éÑ�ãCb�ó
�è¥¤kØ�U��1���é"

Cb�ó´C�ó���f8"

��Cb§SdeZ�function|¤"

z�function��ª´function¼ê¶() {�é*}
�ékn«§/printCþ0§/if (L�ª)�é[else�é]0Ú”{�é*}”
printvk¢S¿Â"

L�ª�kn«§true§falseÚ/Cþ¶���Î�K~þ0"���Î�

)o«Ø�Ò"

¤kCþ�inta."vkCþ(²"

5.1.1 ©Û§Sµe

©Ûù�¯K�©Û§S�±�©¤±e�¬"

1. Ñ\6+nì!c{©Ûì£�3.1¤"

2. �{©Ûì£�4.2¤"

3. �15�½ì"

4ZOJ 3786. Unreachable Statement,1��3úô��Æ)§S�O¿m
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�15�½ì´�Ù#Ú\�����§5.2¥��êâ(�?1�(ÜÒ

u)3�15�½ì"

e¡ò©�¬?Ø�éù�K�¢y��"

5.1.2 Ñ\6+nì�?U

3�K¥§I�ÑÑäN3=
�I§�èl��1�C¤
Ø��1�"

éuäN�I��¦¦�k7�3Ñ\6+nì¥\\���c�I&E"ù

�&E3zgN^Stream::getChar()¼ê��#"

5.1.3 c{©Ûì�?U

���â�K¥�UÑyÎÒ
�O�ÊÏ�c{©ÛìÒ�±���K

��¦"�´Ó�´duþ��!¥J���Ï§I�P¹���À«c��

I �&E"ù�&E3zgN^Lex::nxtLexeme()�§3aL¤k�xiÎ�

�#"

5.1.4 �{©Ûì�?U

�K¥Ø�3Ì��é"l
��Ð?�§XÓ4.1.4�48eü�{©Û

ìÒ�±�?ù°ó�"

3×£���^�©Ü�é§¿O�?\Ù��©|�§�{©ÛìÒI

�Â8k'L�ª�&E§òù�&ED\�15�½ì§e�15�½ì3

ù�&ED\c��£�(Jl/�10C¤/Ø�10§K�{©ÛìI�l

c{©Ûì¥���I&E¿r§ÑÑ5"3ù��©|(å���{©Ûì

�A�w��½ìíØù�&E"

duE,�ª�ÎÒ�ê8'��§Ïdù��{©Ûì�±^�48�

/ª¢y"35.2.1Ú5.2.2¥�¦¦^�48/ª��{©Ûì§äN¢y3�

Öö"

5¿�kifÒ�3else��¯K"��ù��þe©Ã'©{J±�UE

¤LL(1)/ª",
�â~n§��elseÚ§�c�C��ÿ����if��"

Ïd3IF©Û§S¥�I��% c�else=�§¿Ø�½�r��©{UE

¤LL(1)©{"
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5.1.5 �15�½ì

�15�½ì´��êâ(�"§?n�X�·K§¿¢�/�£ù�X

�·K´Ägñ"ù
·KéA

�è¥@X�c ��@
^�©Ü�é"

��15�½ì�£gñ�§Ò�L�{©Ûì�c×£�� �´Ø��¯

��"

�15�½ìI�|±±eö�µ

1. O\��·K"

2. íØ����O\�ÿ�íØ�·K"

3. �£´Ägñ"

3�K¥§ù��15�½ì�¹��map < string, stack < pair <

int, int >>>Ú��int"cö��,�Cþ�c������þ.Úe.§�

ö��uy�Àâê§�ö���u f alse�êþ\þcö¥@
þ.�u

e.�Cþ��ê"¦^stack´�
Bu������·K"��½ì¥

�int�0�§`²vkÀâ§ÄK`²uy
Àâ"

5.2 CN

l5.1.1¥�±w�§�15�½ì´��Õá��¬"ÏL��ù��¬§

�±¢y�
Ù¦õU"

5.2.1 $^�ãä�CN5

35.1�Ä:þµ

if�L�ª��ªC��/a[eI] >= �0§ùpa´����N�intê|§

Ùz�����¦�u�u0§¿�kúnµXJa[i..j]��0§Ka[i..j]���Ú

�u�u�½�~êK"

3�K¥§�15�½ì�ó�Ò´3�½����Àâ±	�ä��ê

�����"fãÚ��"ùp�I�\þ���ãä=�"

5HDU 4874. ZCC Loves RPG,õ�’141�|
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5.2.2 $^¿�8�CN6

35.1�Ä:þµ

Cþ�a.lintO�¤bool" if�L�ªC��ü�Cþ´Ä��"

3�K¥§�15�½ì´��¿�8"duÙ��ö���é���ö

�§¤±�I�^��ÒP¹zgë
=^>=�"¦^U�Ü¿5�yE,

Ý"

5.2.3 $^à��CN

35.1�Ä:þµ

Cþ�a.lintO�¤2:ê��kü�£xÚy¤" if�L�ªC��

/ax+by+c >= 00"¿�kún|x|, |y| ≤ 100"

3�K¥§z�z��(x,y)��3��àõ>/¥"^ü��Ðä5��

ù�à�"z�·K�L���ò��à�©¤ü�§?Ø�e�ü�à��

����«�/=�"

5.3 �(

�a¯K�)�§S§Ò´3�½�Ñ\6+nì+c{©Ûì+�{©Û

ì�Ä:þ§V\ØÓ��15�½ì�¬"

ùa¯Kg��/�����������ö�0�5�§¦��
J±

�±Èz�¯K3ù�5��eC�N´¢y))Ó��vky¤��{"

l
§ùa¯KØ=3�OÁKþ§�3�\©Ûêâ(�a¯K��¡

þkÙAO�¿Â"

�k=
êâ(�¯K´J±�±Èz§�´N´?1£òö��º��

y3)ö���
5.2.2Ú5.2.3ü�~f"ùp���<Ú�§òù�¯K3�

·��Öög�
"

6ZCC Loves AVG,�S�[m
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6 a�

a�CCFJøù���ÆSÚ�6�Å¬¶

a��öoïP����¶

a�3�©��L§¥��·�Ï�ÓÆ�¶

a�úô��Æ)§S�O¿m�ÑK<
§¦��ó�4·uy
ù�

é·
ó�#�+�"

ë�©z

[1] Alfred V. Aho, Monica S. Lam, Ravi Sethi, Jeffery D. Ullman “Compilers: Prin-

ciples, Techniques & Tools (2nd ed.)” £5?È�n(12�)6§Å�ó�Ñ�

�¤

[2] Robert W. Sebesta “Concepts of Programming Language (10th ed.)” £5?§�

ó�n(110�)6§�u�ÆÑ��¤
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8Ü�?ê�5��A^9Ù¯��{

ÉÇ½1�¥Æ ½pº

Á �

�
ïÄ±8Ü�G��4í§�©JÑ
8Ü�?ê§¿©Û
8Ü�

?ê�5�§o(8B
n«~��¦{9�'¯��{"���©�Ñ
A

�|^8Ü�?ê\�4í�¢S~f"

1 Úó

3&EÆ¿m¥§²~¬���
k'8Ü�Ä�5y¯K"'X´,«

'u8Ü�Oê¯K§Ï~\¬��� fS L«éu8Ü S �,,�Yê§,�

���4íª"�\��
4íª§w
wK85½��m��))ù��{

�ú
"ù��ÿ§No�º\��`z4íª§�´Ãþ%vk¡Ã�óä§

@\½NÒ�UÀJ�ï
"

£Á·���¤Ù�ê�nØ§·��±r��ê� f0, f1, . . . Ú��/ª

�?ê f (x) =
∑

k≥0 fkxk �éA§¿¡��Tê��)¤¼ê"du�kêÆþ

é/ª�?ê�:�©Û§mkO�þé/ª�?ê�¯��{§¤±)¤¼

ê�ê²A§)û
��q��ê��O�¯K"

ØB�¯§·�´ÄUr fS ù��eI�8Ü�ê������?ê!�

¿��Ù)¤¼ê§l
�)`{
p���{Qº�©�ö�
��ïÄ§

��
ù�Ø©�Ð«�SN"

3�©1 2!§�©�ö�Ñ
8Ü�?ê�½Â±9\{$�§?Ø


ATXÛ½Â¦{"

�e51 3, 4, 5!W©n´§ln«å»½Â¦{¿0��'¯��{§

?�Ú©Û5�"

31 6!§�©�ö�Ñ
A�8Ü�?ê�¢SA^"

�
�B§·�5½XeA��©¥�^��PÒ"
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PÒ 1.1. ·���8�k�8 U = {1, 2, . . . , n}§Ù¥ n = |U |"�©¥·�b�
¤k·�'%� fS ¥�8Ü S Ñ´ U �f8"

PÒ 1.2. � X ´��8Ü§^ 2X L« X ��8§= X �¤kf8|¤�8

Ü"

PÒ 1.3. ^ [P]L«L�ª P¤á�� 1ÄK� 0"~X [x = 3]L« x = 3�

�� 1ÄK� 0"

2 ½Â

y3·�Ú\8Ü�?ê"

½Â 2.1. � F ´���§K¡¼ê f : 2U → F � F þ���888ÜÜÜ���???êêê"é

z� S ∈ 2U§P fS L«r S �\¼ê f ��¼ê�§¿¡ fS �T8Ü�?ê

�1 S ��XXXêêê"w,XJ(½
z��Xê��§@o f �Ò(½
"

PÒ 2.1. ~���k C,R,Q,Fp ��§�äkÄ��Ó�5�"�©¥�·�

�ïÄ�´ F þ�8Ü�?ê§
Ø´���äN©Ûz��þ�8Ü�?ê

��¹"¤±�©¥Ø²(�Ñ�§·�Ñ^ F L«�ïÄ�8Ü�?ê�X

ê¤á��"

8Ü�?ê�m�\{$�´N´½Â�"

½Â 2.2. � f , g�8Ü�?ê§½Â f + g = h§Ù¥ h´��8Ü�?ê§�

hS ÷vµ

hS = fS + gS (1)

=éAXê�\"

~{��r fS + gS U� fS − gS Ò1
"w�§·��±3 O(2n)�mS¦

ü�8Ü�?ê�\~{"

N´wÑ8Ü�?ê/¤
��\{C��+§Ù¥"��Xêþ� 0�

8Ü�?ê"

PÒ 2.2. éu?¿ c ∈ F§S ∈ 2U§·�^ÎÒ f = cxS 5L«��1 S �Xê

� c§Ù{�þ� 0�8Ü�?ê f"ùp� cxS ´���N�ÎÒ§¿Ø´,

«¦{"UìS.§éu 1xS ·��±�Ñ� xS"
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N´wÑ��8Ü�?ê�½�±�¤eZ� cxS �\�/ª"u´·�

�±^ÎÒµ

f =
∑

S⊆2U

fS xS (2)

5L«��8Ü�?ê"

~X� U = {1, 2}±9 F = R§·�^ f (x) = 5x∅ + 9x{1} + 3x{1,2}�±L«�

� f∅ = 5, f{1} = 9, f{2} = 0, f{1,2} = 3�8Ü�?ê"

@oy3¯K5
§¦{ATXÛ½Âº

P¦{� h = f · g§w,·�F"¦{é\{k©�Æ§@oµ
∑

S∈2U

hS xS =


∑

L∈2U

fLxL

 ·

∑

R∈2U

gRxR

 =
∑

L∈2U

∑

R∈2U

(
fLxL

)
·
(
gRxR

)
(3)

g,·�F"
(

fLxL
)
·
(
gRxR

)
´±,«8Ü$�¦å5�§·���� 2U p�

��$� ∗§÷vµ
• ∀L,R ∈ 2UµL ∗ R = R ∗ L£��Æ¤

• ∀L,M,R ∈ 2Uµ(L ∗ M) ∗ R = L ∗ (M ∗ R)£(ÜÆ¤

• ∀S ∈ 2UµS ∗ ∅ = S£ü �� ∅¤

@o·�Ò�±½Â
(

fLxL
)
·
(
gRxR

)
= ( fLgR)xL∗R§´yù�½Â8Ü�?ê�¦

{÷v��Æ!(ÜÆ!é\{�©�Æ"·��±r¤k c ∈ F ���w�

cx∅§ù�U¦�éu?¿8Ü S ∈ 2U k cxS = c · xS"u´8Ü�?ê/¤
�

����§¿��¹
�� F ��f�"

r ∗�¤ØÓ�$��±��ØÓ��J"e¡n!·�ò©Ow�dØ
Ó� ∗½Â�)�8Ü¿òÈ!8Üé¡�òÈ!f8òÈn«¦{"

3 8Ü¿òÈ

·�� L ∗ R = L ∪ RÒ�±��8Ü¿òÈ"

½Â 3.1. ·�½Âü�8Ü�?ê�¦È�888ÜÜÜ¿¿¿òòòÈÈÈ"� f =
∑

S⊆2U fS xS§

g =
∑

S⊆2U gS xS§½Â f · g = h§Ù¥ h´��8Ü�?ê§� hS ÷vµ

hS =
∑

L⊆2U

∑

R⊆2U

[L ∪ R = S ] fLgR (4)

�
�B§ f · g�±{P� f g"
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3.1 ¯��{

�Ñü�8Ü�?ê§�åqÞ LÚ Rr fLgR\� hL∪Rþ�§ù�?18

Ü¿òÈ�O���mE,Ý´ O(4n)§Ï~´Ã{�É�"

·�I��¯��{"

3.1.1 ©£¦{

·��Ä U ¥��� n"·��±r¹ n�8ÜüÕJ�� {n}Ñ5§@o
Ò�±�¤ f = f − + x{n} f +, g(x) = g− + x{n}g+�/ª"u´µ

f g =
(

f − + x{n} f +
) (

g− + x{n}g+
)

(5)

= f −g− + x{n}( f −g+ + f +g− + f +g+) (6)

= f −g− + x{n}(( f − + f +)(g− + g+) − f −g−) (7)

¤±·�r¯K=z¤
¦ f −g− Ú ( f − + f +)(g− + g+)§
ùp�8Ü�?

ê�8Ü¥ÑØ¹ nù���
§¤±�±- U = {1, 2, . . . , n − 1},�48?1
¦{=�"

��mE,Ý� T (n)@o T (n) = 2T (n − 1) + O(2n)§)� T (n) = O(n2n)"

3.1.2 ¯�#'¿dC�

·�5w���\r��O�¦{��{"

½Â 3.2. éu��8Ü�?ê f ·�½Â f �###'''¿¿¿dddCCC���1�8Ü�?ê f̂§

Ù¥µ

f̂S =
∑

T⊆S

fT (8)

�L5§·�½Â f̂ �###'''¿¿¿ddd���üüü2� f"

dN½�n§·��±��µ

fS =
∑

T⊆S

(−1)|S |−|T | f̂T (9)

1Möbius Transform
2Möbius Inversion
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¤±éu?¿��8Ü�?ê§#'¿d�ü´�3����"

·�é (4)�ªüàÓ��#'¿dC�§@oÒ�±��µ

ĥS =
∑

L⊆2U

∑

R⊆2U

[L ∪ R ⊆ S ] fLgR (10)

·���§du [L ∪ R ⊆ S ] = [L ⊆ S ][R ⊆ S ]¤±µ

ĥS =
∑

L⊆S

∑

R⊆S

fLgR (11)

=


∑

L⊆S

fL



∑

R⊆S

gR

 (12)

= f̂S ĝS (13)

¤±§XJ·��¦ h = f g§·��±k¦Ñ f̂ Ú ĝ§éAXê¦å5�

� ĥ§2ÏL ĥ¦ h"@oy3'�¯K3u§N�¯�¦Ñ��8Ü�?ê�

#'¿dC�±9#'¿d�ü"

·��±¦^4í"� f̂ (i)
S � S \T ⊆ {1, . . . , i}� S �f8 T �Xê�Ú"-

f̂ (0)
S = fS§N´��éuz�Ø�¹ i� S k f̂ (i)

S = f̂ (i−1)
S § f̂ (i)

S∪{i} = f̂ (i−1)
S∪{i} + f̂ (i−1)

S "

·��±^Ó���{O�#'¿d�ü"ü��{��mE,ÝÑ´

O(n2n)"e¡�Ñ
�è«~µ

Algorithm 1¯�#'¿dC�
Ñ\: 8Ü�?ê f

ÑÑ: f �#'¿dC�

for i← 1 to n do
for all S ∈ 2U\{i} do

fS∪{i} ← fS∪{i} + fS

end for
end for
return f
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Algorithm 2¯�#'¿d�ü
Ñ\: 8Ü�?ê f

ÑÑ: f �#'¿d�ü

for i← 1 to n do
for all S ∈ 2U\{i} do

fS∪{i} ← fS∪{i} − fS

end for
end for
return f

ù�§·�ÒU3 O(n2n)�mSO�ü�8Ü�?ê�¦{"

3.1.3 '�

·�'��eùü«�¦{��{"ü��{�mE,Ý�Ó"c[*	

uy©£¦{Ù¢´r#'¿dC��#'¿d�ü�å?1
))48e�

��ÿ´3�#'¿dC�§£�þ5��ÿ´3�#'¿d�ü"ùü��

{���´���"

���J�´§ùü«�{ÑUÿÐ�?¿��� RþO� Rþ�8Ü�

?ê�¦{"

3.2 dC�ÚÑ�5�

�·�r¦{
¤�#'¿dC�§éAXê�¦§�#'¿d�üùn

�L§��ÿ§XJ·��rn�8Ü�?ê¦å5§��©O¦#'¿dC

�§réAXê¦å5��2�#'¿d�üÒ1
§
Ø^©O�üg¦

{"

ù�(Øéu·�r,
é8Ü�?ê�ö�=z�é#'¿dC��ö

�"du f + g�#'¿dC��Xê�u f̂ Ú ĝ�éAXê�\§ f g�#'

¿dC��Xê�u f̂ Ú ĝ�éAXê�¦§¤±éu��8Ü�?ê f§X

Jk��õ�ª T (x)§·��¦ T ( f )§@o·��^�Ñ f̂§,�éz�Xê

f̂S ¦Ñ T ( f̂S )§ù�Ò��
 T ( f )�#'¿dC�§éÙ�#'¿d�üÒU

�� T ( f )"
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ég,/§·�¬���UÄ�Ø{"��¦{�_$�§N´wÑ�Ø

{Ò´é#'¿dC��Xê�Ø{"¤±§��8Ü�?êk���¦{_

���=�#'¿dC��¤kXêÑØ� 0"

þãSNwå5qQ�£"·�~^¯�lÑFp�C�3 O(n log n)��

mSO�ü�õ�ª�¦{§
ù��{Q�±�þ©@�Ä�/í�Ñ5§

��±/�/n)¤r¤k ngü ��\õ�ª¦�§r¼ê�¦å5§2

^��¦Ñõ�ª�Xê"

·��±}Á�Ñ��¯�#'¿dC��,�����n)"

½Â 3.3. éu�� n��þ x ∈ Fn Ú��8Ü S ∈ 2U§·�½Âµ

xS =
∏

i∈S
xi (14)

½Â 3.4. éu�� n��þ x ∈ Fn Ú��8Ü�?ê f§·�½Âµ

f (x) =
∑

S⊆2U

fS · xS (15)

�±wÑ f (x)´��'u x1, . . . , xn � n�õ�ª¼ê"

½Â 3.5. éu��8Ü S ∈ 2U§½Â S �AAA������þþþ� S ∈ Fn§Ù¥µ

Si = [i ∈ S ] (16)

@o·��±uy§ f̂S = f (S)§¤±#'¿dC�Ò´r¤k8Ü�A�

�þ�\8Ü�?ê¦�§#'¿d�üÒ´��"5¿� 0Ú 1ùü�ê�

?¿��êg�Ñ�u§��§¤±éu�� 01�þ x7k xL · xR = xL∪R"¤

±éu h = f g·�Òg,
,/k h(S) = f (S)g(S)"ù�·�Òl,��À�

)º
ù�O�¦{��{"

4 8Üé¡�òÈ

�e5·���«�ª½Â¦{"

½Â 4.1. ½Âü�8Ü A, B�ééé¡¡¡����µ

A ⊕ B = {x | (x ∈ A) ⊕ (x ∈ B)} (17)

Ù¥mý� ⊕�Ü6É½§=ü�L�ªýb5ØÓ��ý§ÄK�b"
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·�� L ∗ R = L ⊕ RÒ�±��8Üé¡�òÈ"

½Â 4.2. ·�½Âü�8Ü�?ê�¦È�888ÜÜÜééé¡¡¡���òòòÈÈÈ"� f =
∑

S⊆2U fS xS§

g =
∑

S⊆2U gS xS§½Â f · g = h§Ù¥ h´��8Ü�?ê§� hS ÷vµ

hS =
∑

L⊆2U

∑

R⊆2U

[L ⊕ R = S ] fLgR (18)

�
�B§ f · g�±{P� f g"

4.1 ¯��{

�Ñü�8Ü�?ê§�åqÞ LÚ Rr fLgR\� hL⊕Rþ�§ù�?18

Üé¡�òÈ�O���mE,Ý´ O(4n)§Ï~´Ã{�É�"

·�I��¯��{"

4.1.1 ©£¦{

�8Ü¿òÈ��ÿ��§·��´�±¦^©£¦{"·��Ä U

¥��� n"·��±r¹ n �8ÜüÕJ�� {n} Ñ5§@oÒ�±�¤
f = f − + x{n} f +, g(x) = g− + x{n}g+�/ª"u´µ

f g =
(

f − + x{n} f +
) (

g− + x{n}g+
)

(19)

= ( f −g− + f +g+) + x{n}( f −g+ + f +g−) (20)

·��±=
¦ ( f − + f +)(g− + g+) Ú ( f − − f +)(g− − g+)§,�üª�\

Ø± 2 �� f −g− + f +g+§üª�~Ø± 2 �� f −g+ + f +g−"·��±-

U = {1, 2, . . . , n − 1},�48?1¦{=�"
du�9Ø± 2§T�{ØUéA�� 2� F ¦^"

��mE,Ý� T (n)@o T (n) = 2T (n − 1) + O(2n)§)� T (n) = O(n2n)"

4.1.2 ¯�»��C�

·�5w���\r��O�¦{��{))¯�»��C�"¯�»�

�C�Ù¢�Ò´z����� 2�p�¯�Fp�C�"

��{´^Ý
��ó£ã�§
e¡·�^8Ü��ó5£ã"
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Äk5¿�éu��8Ü S kµ

1
2n

∑

T⊆2U

(−1)|S∩T | = [S = ∅] (21)

ù�^5¿�§� S ��8�§(−1)|S∩T | ð� 1"� S Ø���§� v ∈ S§

@o�Ä�� T ∈ 2U§du (−1)|S∩(T⊕{v})| = (−1)|(S∩T )⊕{v}| = −(−1)|S∩T |§¤±

(−1)|S∩T | + (−1)|S∩(T⊕{v})| = 0"du T ⊕ {v} ⊕ {v} = T§¤±·��±rz� T �

T ⊕ {v}�¤�é§¤±� S Ø���§�ª�>� 0"

|^ù�5�§·��±z{ (18)µ

hS =
∑

L⊆2U

∑

R⊆2U

[L ⊕ R ⊕ S = ∅] fLgR (22)

=
∑

L⊆2U

∑

R⊆2U

1
2n

∑

T⊆2U

(−1)|T∩(L⊕R⊕S )| fLgR (23)

=
∑

L⊆2U

∑

R⊆2U

1
2n

∑

T⊆2U

(−1)|T∩L|(−1)|T∩R|(−1)|T∩S | fLgR (24)

=
1
2n

∑

T⊆2U

(−1)|T∩S |

∑

L⊆2U

(−1)|T∩L| fL




∑

R⊆2U

(−1)|T∩R|gR

 (25)

ùÒéu·�½Â»��C�µ

½Â 4.3. éu��8Ü�?ê f ·�½Â f �»»»������CCC���1�8Ü�?ê f̂§Ù

¥µ

f̂S =
∑

T⊆2U

fT (−1)|S∩T | (26)

�L5§·�½Â f̂ �»»»������___CCC���2� f"

N´^Úþ¡aq�ínuy»��_C�´���£¯¢þ�^�

g = x∅=�¤§��µ

fS =
1
2n

∑

T⊆2U

f̂T (−1)|S∩T | (27)

·�2w8Üé¡�òÈ§Òkµ

ĥS = f̂S ĝS (28)

1Walsh Transform
2Inverse Walsh Transform
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u´XJ�¦ h = f g§·��±ké f , g©O�»��C�§éAXê¦

å5�� ĥ§2�»��_C�"¤±y3¯KC¤
§N�¯�¦��8Ü

�?ê�»��C�±9»��_C�"

·��±¦^4í"� f̂ (i)
S ���Ä@
� S �é¡�´ {1, . . . , i}�f8

�8Ü��»��C�1 S �§=@
 S ⊕ T ⊆ {1, . . . , i}�8Ü T � fT (−1)|S∩T |

�Ú"- f̂ (0)
S = fS§N´��éuz�Ø�¹ i � S k f̂ (i)

S = f̂ (i−1)
S + f̂ (i−1)

S∪{i} �

f̂ (i)
S∪{i} = f̂ (i−1)

S − f̂ (i−1)
S∪{i}"

·��±�»��C��¦± 1
2n ��»��_C�"u´�»��C�Ú

»��_C���mE,ÝÑ´ O(n2n)"e¡�Ñ
�è«~µ

Algorithm 3¯�»��C�
Ñ\: 8Ü�?ê f

ÑÑ: f �»��C�

for i← 1 to n do
for all S ∈ 2U\{i} do

l← fS , r ← fS∪{i}
fS = l + r, fS∪{i} = l − r

end for
end for
return f

ù�§·�ÒU3 O(n2n)�mSO�ü�8Ü�?ê�¦{"

ØL¢Ã�´§du�9¦± 1
2n§T�{ØUéA�� 2� F ¦^"

4.1.3 '�

·�'��eùü«�¦{��{"c[*	uy©£¦{Ù¢´r»�

�C��»��_C��å?1
))48e���ÿ´3�»��C�§£

�þ5��ÿ´3�»��_C�"ùü��{���´���"

,
ü��{ÑÃ{éA�� 2� F ¦^§ù´�����¢Ã"¢Sþ

ü��{ÑUé?¿ 2k¦{_�����þ�8Ü�?ê¦^"
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4.2 dC�ÚÑ�5�

�8Ü¿òÈ��§�·�r¦{
¤�»��C�§éAXê�¦§�

»��_C�ùn�L§��ÿ§XJ·��rn�8Ü�?ê¦å5§��

©O¦»��C�§réAXê¦å5��2�»��_C�Ò1
§
Ø^

©O�üg¦{"

ù�(Øqéu·�r,
é8Ü�?ê�ö�=z�é»��C��ö

�"du f +g�»���Xê�u f̂ Ú ĝ�Xê�\§ f g�»��C��Xê

�u f̂ Ú ĝ�Xê�¦§¤±éu��8Ü�?ê f§XJk��õ�ª T (x)§

·��¦ T ( f )§@o·��^�Ñ f̂§,�éz�Xê f̂S ¦Ñ T ( f̂S )�� T ( f )

�»��C�§éÙ�»��_C�ÒU�� T ( f )"

ég,/§·�q¬���UÄ�Ø{"��¦{�_$�§N´wÑ�

Ø{Ò´é»��C��Xê�Ø{"¤±§��8Ü�?êk���¦{_

���=�»��C��¤kXêÑØ� 0"

·��±}Á�Ñ��¯�»��C��,�����n)"

·�÷^8Ü¿òÈ�!¥ xS Ú f (x)�½Â§­#½Â8Ü�A��þ"

½Â 4.4. éu��8Ü S ∈ 2U§½Â S �AAA������þþþ� S ∈ Fn§Ù¥µ

Si = (−1)[i∈S ] (29)

@o·��±uy§ f̂S = f (S)§¤±»��C�Ò´r¤k8Ü�A��

þ�\8Ü�?ê¦�§»��_C�Ò´��"5¿� ±1�²�Ñ�u 1§

¤±éu��z��þ� ±1��þ x7k xL · xR = xL⊕R"¤±éu h = f g·�

Òg,
,/k h(S) = f (S)g(S)"ù�·�Òl,��À�)º
ù�O�¦

{��{"

5 f8òÈ

�e5·�2��«�ª½Â¦{"ùg·�½Â ∗�Ø��8Ü¿§=
XJ A ∩ B , ∅@o A ∗ B�½Â£î>/`§xA · xB = 0¤§ÄK� A ∪ B"e¡

´�ª�½Â"

½Â 5.1. ·�½Âü�8Ü�?ê�¦È�fff888òòòÈÈÈ1"� f =
∑

S⊆2U fS xS§

1subset convolution
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g =
∑

S⊆2U gS xS§½Â f · g = h§Ù¥ h´��8Ü�?ê§� hS ÷vµ

hS =
∑

L⊆S

∑

R⊆S

[L ∪ R = S ][L ∩ R = ∅] fLgR (30)

�
�B§ f · g�±{P� f g"

5.1 ¯��{

�Ñü�8Ü�?ê§�åqÞ8Ü S Úf8 L§�±�� R = S \ L§r

fLgR \� hS þ�§ù�?1f8òÈ�O���mE,Ý´ O(3n)�"ù´Ï

�
∑n

i=0

(
n
i

)
2i = 3n"

e¡·��Ä�¯��{"

5.1.1 =z�8Ü¿òÈ

5¿� [L∪ R = S ][L∩ R = ∅] = [L∪ R = S ][|L|+ |R| = |S |]§ùÒéu·�é
F þ�/ª�?ê� F[[z]]½Â8Ü�?ê"ÏLO\��ê z§·��±^ z

�gêL«8Ü��5�� |L| + |R| = |S |"
éu�� F[[z]]þ�8Ü�?ê σ§·�EÎ^ÎÒ σS L« σ�1 S �

�Xê§�d�ù�Xê´� F þ�/ª�?ê"·�^ σS ,i L« σS �1 i�

�Xê"

½Â 5.2. ·�¡�� F[[z]]þ�8Ü�?ê σ�8Ü�?ê f �888ÜÜÜÓÓÓ   ���

???êêê��=�éu?¿��8Ü S ∈ 2U§éu 0 ≤ i < |S | ÷v σS ,i = 0§�

σS ,|S | = fS"=µ

σ =
∑

S∈2U

fS z|S |xS +
∑

S∈2U

∞∑

k=|S |+1

σS ,izixS (31)

y3·�£�·��ïÄ�f8òÈ"y3¯�Òé{ü
§�r f , g�

¦å5§·�Ò©O�§��8ÜÓ �?ê σ, τ§,�¦ σ, τ�8Ü¿òÈ

�� δ§@o7k hS = δS ,|S |"du/ª�?ê\~´ O(n)�§�¦´ O(n2)�§

¤±�{��mE,Ý� O(n22n)"

r¥m�8Ü¿òÈ�¯��{Ðm5w§�{ÒC¤
µé8ÜÓ �

?ê σ, τ�#'¿dC�§éAXê¦å5§d?´�/ª�?ê�¦{§,

�2�#'¿d�ü�� δ"
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5.1.2 =z�8Üé¡�òÈ

5¿� [L ∪ R = S ][L ∩ R = ∅] = [L ⊕ R = S ][|L| + |R| = |S |]§¤±·���
±� f , g�8ÜÓ �?ê σ, τ,�¦ σ, τ�8Üé¡�òÈ�� δ§@o7k

hS = δS ,|S |"�{��mE,Ý�´ O(n22n)"

5.1.3 '�

'�þãü«�{§du8Üé¡�òÈ�¯��{I� 2k_�§Ñk

Û�5§
¢Sþ?¿���þ�8Ü�?êÑ�±¯�¦8Ü¿òÈ§¤±

�©�ö�í�¦^8Ü¿òÈO�f8òÈ"

5.2 dC�ÚÑ�5�

ÃØ´^8Ü¿òÈ�´^8Üé¡�òÈ§·�Ñr¦{C¤
C�!

Xê�¦!_C�§·�Ò�±ré,
8Ü�?ê�ö�=z�é8ÜÓ 

�?ê�C��Xê�ö�§2�_C�"

·�25�ÄØ{"w,��/ª�?êk¦{_���=�~ê�Ø�

0§¤±��8Ü�?êk¦{_���=�1 ∅�XêØ� 0"·��±^4

í3 O(n2)�mS¦Ñ/ª�?ê�_�� 0� ng�§¤±�ÒU3 O(n22n)

�mS¦Ñ8Ü�?ê�¦{_�"

·���±½Â8Ü�?ê��ê§(cxS )′ =
∑

v∈S cxS \{v}"�±y²ù�½

Â÷v�ê�5�"�´,���¡§½ÂÈ©´é(J�"

3�¡�A^¥·��±w�Ñ§f8òÈ'8Ü¿òÈ!8Üé¡�ò

È�k|Ü¿Â"

6 A^

�e5·�5ww8Ü�?ê��
A^"
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6.1 �Å8Ü¿��8�Ï"8Üê

6.2 £ã

� U = {1, . . . , n}"k��<3
iZÅ"z£Ü§iZÅ¬�Å�)��
U �f8§Ù¥�)f8 S �VÇ� pS"�iZÅ�)�8Ü�¿8� U �

iZ(å"

�\ nÚz�8Ü S �)�VÇ pS§¯Ï"õ�£ÜiZ(å"

êâ��µn ≤ 20"

6.2.1 ){

·�r pw¤8Ü�?ê§@o1 k£Ü(å�¿8� S �VÇ�8Ü�

?ê pk �1 S �"·�^8Ü¿òÈ5½Â¦{"

@oiZ31 k£Ü(å�VÇ� pk − pk−1 �1 U �"¤±Ï"£ÜêÒ

´e¡ù�8Ü�?ê�1 U �µ

∞∑

k=1

k(pk − pk−1)

�ù�8Ü�?ê� f"

�#'¿dC�§@oµ

f̂S =

∞∑

k=1

k( p̂k
S − p̂k−1

S )

duVÇ´ [0, 1]¥�¢ê�Ú� 1§¤± 0 ≤ p̂S ≤ 1"¤±µ

f̂S =


− 1

1− p̂S
p̂S < 1

0 p̂S = 1

,�é f̂ �#'¿d�ü�� f =�"

XJ¿8[�Ø�U� U @o pk �1 U �7� 0§¤±ù���� fU �

´ 0"

¤±·�Ò��
�mE,Ý O(n2n)�`D�{"
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6.3 Topcoder SRM 518 Nim

6.4 £ã

ü�<3
 NimiZ§k mæ�f§zg�±À�æ�f<reZ��

f§ØUØ<"ØU<�<Ñ"

¦zæ�fê�Ø�L l��ê�kÃ7}��Yêé 109 + 7����(

J"

êâ��µm ≤ 109, l ≤ 105"

6.5 ){

ddÊ4�õ��1½n1�§kÃ7}��=��fê�É½Ú� 0"

8Ü�±��?�ê�éA§é¡�Ò´É½"^8Üé¡�òÈ5½Â

¦{§^ set(k)L« kù��?�êéA�8Ü§@où�¯KÒ´¦µ


l∑

p=1

[p´�ê]xset(p)



m

(32)

�1 ∅�Xê"

ùpI�é��8Ü�?ê¦ mg�"·��±kéù�8Ü�?ê�»

��C�§,�^¯��¦z��Xê� m g�§,�2�»��_C�=

�"

¤±·�Ò��
�mE,Ý O(l log l + l log m)�`D�{"

6.6 ëÏ)¤fãOê

6.7 £ã

�\�� n�(:�Ã�ã G§¦ëÏ)¤fã��êé 109 + 7����

(J"

G�)¤fã=�¹ G¥¤k(:�fã"

êâ��µn ≤ 20"

1SpragueõGrundy theorem
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6.8 ){

·�� fS � Gd(:8 S �Ñ�fã�ëÏ)¤fã��ê§gS �d(

:8 S �Ñ�fã�)¤fã��ê"AO/§- f∅ = g∅ = 0"

r f , gw¤8Ü�?ê§^f8òÈ5½Â¦{§Kµ

1 + g =
∑

k≥0

f k

k!

m>Ò´ e f ��?ê/ª§¤±·��±�¤µ

1 + g = e f

u´�±)�µ

f = ln(1 + g) =
∑

k≥1

(−1)k+1

k
gk

g ´Ð¦�§��¦Ñz��Ñfã�>ê mS ,�éu S , ∅ Òk

gS = 2mS"¤±·��±¦Ñ g���8ÜÓ �?ê σ,��#'¿dC�

�� σ̂§,�éuz� σ̂S¦ ln(1+ σ̂S )§ùp´é/ª�?ê�g,éê§��

2�#'¿d�ü�� f ���8ÜÓ �?ê"

éu/ª�?ê a =
∑

k≥1 akzk ¦ b = ln(1 + a)��{µ

b′ =
a′

1 + a
b′(1 + a) = a′

b′k +
k−1∑

i=0

b′iak−i = a′k

(k + 1)bk+1 = (k + 1)ak+1 −
k−1∑

i=0

(i + 1)bi+1ak−i

bk+1 = ak+1 − 1
k + 1

k−1∑

i=0

(i + 1)bi+1ak−i

�,§b0 = 0"ù�Ò�± O(n2)4íÑ5 0� ng�
"

¤±·�Ò�±3 O(n22n)��mS¦ÑëÏ)¤fã��ê"
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7 o(

8Ü�?ê�·��m
�÷�§éu±8Ü�G��4ír8Ü�?ê

��Ù)¤¼ê§·��±l�Nþ5©Û¯K2^¯��{)û"

k'8Ü�?êEkNõk��¯K§k�·�?�ÚïÄÚ&¢"�d

©éÖök¤éu§MEÑ�\î¤�A^"

8 a�

a�$��ÓÆ§¦�@«Æ�
�:#�EÒÑ¤ OIK��[©��°

 -<aÄ§·l¦@pÆ�
Nõ"�©�´l¦���Æ�ò�
5�"

a�þ°�Ï�Æ�H¡RÆ�§¦Ò�£Ä&EÆz��Ö��§²�

�Ï
·Nõ"f8òÈ�¯��{·�Ð´l¦@pf`�"

a�7üÚ
½©ÓÆ��©"v"

a�¥IO�ÅÆ¬JøÆSÚ�6�²�"

ë�©z
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