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摘要

在信息学竞赛中，我们会遇到许许多多的计数问题，很多问题看似困难，

但熟练掌握 Pólya 计数法后，可以轻松解决。本文从一道信息学竞赛中出现的例

题谈起，首先介绍了发现这题用普通计数法解决所遇到的困难，然后介绍了群、

置换、置换群的基本概念、性质，并在此基础上引入 Burnside 定理，最后得出

Pólya 计数法，并给出证明。最后通过几道例题说明了 Pólya 计数法在信息学竞

赛中的应用，并进行总结。

关键字

Burnside 定理 Pólya 计数法

问题的提出

[例一] He's Circles SGU294 

有一个长度为 N 的环，上面写着’X’和’E’，问本质不同的环有多少种。(N 不

超过 200000)。

[分析]

这个问题由于是一个环，许多未经过旋转时不同的方案，经过旋转之后就成

了相同的方案，如果单纯的利用乘法原理来计算，无法排除这些相同的方案。

如果想要用枚举法来做，需要枚举所有方案。枚举量不会低于本质不同的环的

个数。事实证明，本质不同的环的个数是 2n 级别的。对于 N=200000 的数据规

模，答案会有 6 万多位，显然枚举是行不通的。

组合数学中，有一种计数法，可以很好的解决这类问题。
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预备知识

下面，我们介绍一种重要的计数工具——Pólya 计数法。为了理解 Pólya 计

数法，我们首先来看一下它所需要用到的概念。

群

给定一个集合 G={a,b,c,…}和集合 G 上的二元运算，并满足:

(a) 封闭性：a,bG, cG, a*b=c。

(b) 结合律：a,b,cG, (a*b)*c=a*(b*c)。

(c) 单位元：eG, aG, a*e=e*a=a。

(d) 逆元：aG, bG, a*b=b*a=e，记 b=a-1。

则称集合 G 在运算*之下是一个群，简称 G 是群。一般 a*b 简写为 ab。

置换

n 个元素 1,2,…,n 之间的一个置换 
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21
表示 1 被 1 到 n 中的某个数

a1 取代，2 被 1 到 n 中的某个数 a2 取代，直到 n 被 1 到 n 中的某个数 an 取代，且

a1,a2,…,an互不相同。

置换群

置换群的元素是置换，运算是置换的连接。例如：
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可以验证置换群满足群的四个条件。

例 1 中置换群 G={转 0 格、转 1 格、转 2 格、转 3 格……转(n-1)格}









n
n





21
21









132

21


 n








243

21


 n








354

21


 n
……









 21

21
nnn
n





Burnside引理

介绍

下面我们介绍 Pólya 计数法所要用到的一个引理——Burnside 定理。

用 D(aj) 表示在置换 aj 下不变的元素的个数。L 表示本质不同的方案数。

在例一中，对于 N=4 的情况。一共有 4 个置换：









4321
4321
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3214
4321

所有方案在置换 a1下都不变，D(a1)=16

XXXX 和 EEEE 在置换 a2下不变，D(a2)=2

XXXX 和 EEEE 以及 XEXE 与 EXEX 在置换 a3下不变，D(a3)=4

XXXX 和 EEEE 在置换 a4下不变，D(a4)=2

计算出 6)24216(
4
1

L

证明

证明 Burnside 定理需要这样一个推论：

设 c 为  中的一种着色，那么与 c 等价的着色数等于 G 中的置换个数除以
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c 的稳定核中的置换个数。

定理 1：对于每一种着色 c ，c 的稳定核 G (c)是一个置换群，而且对 G 中

任意置换 f 与 g , g*c=f*c 当且仅当 f-1  g 属于 G(c)。

证明：如果 f 和 g 都使 c 保持不变，则先 f 后 g 将使。保持不变，即(g  f)

( c ) ＝c。于是，在合成运算下，G(c)具有封闭性。显然，单位元 使得所有着

色不变。如果 f 使 c 不变，那么 f -1也使 c 不变，于是 G(c)具有对逆的封闭性。

由于满足置换群定义的所有性质，所以，G(c)是一个置换群。

假设 f*c=g*c 则

所以 f-1  g 使 c 不变，因此，f-1。g 属于 G(c)， 反之，假设 f-1 g 属于 G(c)

，通过类似的计算可证得

f*c=g*c

作为定理 1 的一个推论，我们可以从已知的一种着色 c 出发，确定出在 G

的作用下不同的着色数。

推论 2：设 c 为  中的一种着色，那么与 c 等价的着色数

等于 G 中的置换个数除以 c 的稳定核中的置换个数，即

证明：设 f 是 G 中的一个置换，根据定理 1，满足

g*c=f*c

的置换 g 实际上就是

中的那些置换。由消去律，则从 f h=f  h’得到 h=h’。于是，集合中
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的置换个数等于 G(c)中置换的个数。从而，对每个置换 f ，恰

好存在|G(C)|个置换，这些置换作用在 c 上跟 f 有同样的效果。因为总共有|G|个

置换，

所以，与 c 等价的着色数 等于

有了这个推论，证明 Burnside 定理就是我们前面已多次用到的一些技巧

的简单应用，即先采取两种不同的方式进行计数，然后使计数相等。究竟计什

么数呢？我们要数使 f 保持 c 不变即 f*c＝c 的对偶(f,c)的个数。一种计数的方

式是考察G 中的每个 f ，并计算 f 保持着色不变的着色数，然后相加所有的量。

因D(f)是通过 f 保持着色不变的着色集，所以用这种方式计数得到

另一种计数的方式是考察 中的每个 c ，计算满足 f *c=c 的置换 f 的个数，然

后相加所有的量。对每种着色 ，满足 f *c＝c 的所有 f 的集合就是我们所称的

c 的稳定核 G (c)。因此，每个 c 对和的贡献是

 

于是，用这种方式计数，得到

 

但如果我们按等价类将着色归类，那么和式 可以
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简化。在同一等价类中，两种着色对和贡献了同样的量，每个等价类的总贡献

是 |G| 。 由 于 等 价 类 的 个 数 就 是 不 等 价 的 着 色 数 L ， 所 以 ，

等于 L|G|

解出 L即得

 

Pólya计数法

介绍

我们发现要计算 D(aj)的值不是很容易，如果采用搜索的方法，总的时间规

模为 O(nsp)。(n 表示元素个数，s 表示置换个数，p 表示格子数，这里 n 的规模

是很大的) 下一步就是要找到一种简便的 D(aj)的计算方法。先介绍一个循环的

概念：

循环：

记

称为 n阶循环。每个置换都可以写若干互不相交的循环的乘积，两个循环

(a1a2…an)和(b1b2…bn)互不相交是指 aibj, i,j=1,2,…,n。例如：

这样的表示是唯一的。置换的循环节数是上述表示中循环的个数。例如(13)(25)
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(4)的循环节数为 3。

设 G 是 p 个对象的一个置换群，用 m 种颜色涂染 p 个对象，则不同染色方案为：

 

    其中 G={g1 ,…gs}   c(gi )为置换 gi 的循环节数(i=1…s)

在例一中，我们给 N=4 的环标号：

1     2

4     3

　　构造置换群 G'={g1,g2,g3,g4},｜G'｜＝4，令 gi 的循环节数为 c(gi) (i=1,2,3,4) 

在 G'的作用下，其中

        g1 表示转 0° ,     即 g1=(1)(2)(3)(4)      c(g1)=4

        g2 表示转 90°,    即 g2=(4 3 2 1)         c(g2)=1

　　　　g3 表示转 180°,   即 g3=(1 3)(2 4)        c(g3)=2

　　　　g4 表示转 270°,   即 g4=(1 2 3 4)　　　　 c(g4)=1

　　　2c(g1)=24=16=D(a1)     2c(g2)=21=2= D(a2) 

　　　2c(g3)=22=4=D(a3)      2c(g4)=21=2= D(a4) 

    这就是所谓的 Pólya 定理。我们发现利用 Pólya 定理的时间复杂度为 O(sp)

(这里 s 表示置换个数，p 表示格子数)，与前面得到的 Burnside 引理相比之下，

又有了很大的改进，其优越性就十分明显了。Pólya 定理充分挖掘了研究对象的

内在联系，总结了规律，省去了许多不必要的盲目搜索，把解决这类问题的时

间规模降到了一个非常低的水平。

证明：

    要得到在置换下稳定不动的方案，即把置换的每个循环节都染上相同的颜色，

所以 D(gi)=mc(gi)
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应用

Pólya 定理在信息学竞赛中有着许多应用实例。这些问题往往不能直接套用

公式计算，而需要更细致的分析。下面我们通过几道例题来看一下信息学竞赛

中出现的利用 Pólya 定理的计数问题。

[例二]Cubes UVA 10601

要求把正方体的 12 条棱染色，并且每种颜色的个数给定，求总方案数（旋

转后相同的方案算一种）。

 [分析]

这个问题是求对正方体的染色，且要求旋转后不变，很容易联想到 Pólya 计

数法。

一个正方体共有 24 种旋转。根据这些不同的旋转方法，构造对应的关于边

的置换群。

如果直接使用 Pólya 计数法的计算公式来做，不能保证它每种颜色使用的个

数与题目要求的匹配。因此，需要一些改进。

回顾一下 Pólya 计数法的公式的推导过程：

根据 Burnside 定理，本质不同的方案数为在每个置换下稳定不动的方案的

总合除以总置换数。

而要得到在置换下稳定不动的方案，即把置换的每个循环节都染上相同的

颜色，所以 D(gi)=mc(gi)

本题也是如此，也是要把置换的每个循环节都染上相同的颜色。

因此只需要对于每个置换，求出每个循环节的点的个数，用状态压缩动态

规划求出每个循环节都染上相同的颜色，并且每种颜色的总和符合题目要求的

方案总数，即可。
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本题的难点在于给定了颜色总数的限制，使得不能直接套用公式计算，需

要掌握 Pólya 计数法的来源，经过进一步分析，才能得到满足这个限制的解法。

而直接使用 Pólya 计数法还会有这样的困难：由于 Pólya 计数法的时间复杂

度为 O(sp) (这里 s 表示置换个数，p 表示格子数)，有时置换个数非常多，因此，

直接套用会超时。要优化时间复杂度，就要考虑降低需要枚举的置换数目。

 [例三]Transportation is fun  SPOJ 419 SPOJ422

给你一个 2a2b 的矩阵，在内存中的存放方式是先存第一行的，再存第二行

的……每行也是从左到右存放。现在你想求它的转置矩阵（也是一样的储存方

式），但是只能用交换操作，问需要交换多少步。

SPOJ419 有 100 组输入数据

SPOJ422 有 400000 组输入数据

 [分析]

为了描述方便起见，先看一个例子：假设 a=5，b=3。那么考虑元素

(12,1)，用二进制表示是(01010,001)，那么它原来的地址就是 01010 001，而新

的地址就是 001 01010。可见这个转置操作其实就是把每个元素的地址循环向右

移动了 b 位。

考虑地址的循环节如果有 k 个，那么答案就是 2a+b-k。而地址循环节的个数

可以看成是应用对地址的“循环移动 b 位”后本质不同的地址个数，这个可以用

Pólya 原理算出。

由于 SPOJ422 数据组数增多，我们要寻求更好的算法。

对于 a 和 b，首先求出 a 和 b 的最大公约数 g，答案可以写成：

   首先预处理出 2 的 k次幂（因为 Pólya只要用到

2 的若干次幂）。然后用筛法求素数“顺便”找出

每个合数的最小质因数。
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可见，问题的瓶颈是计算各个 ),gcd(
g
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。

考虑到 ),gcd(
g
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i
 | 

g
ba 

，那么用 f(x)表示满足 x= ),gcd(
g
ba

i


的 i 的

个数即可。

首先考虑怎么找出所有合法的 x。因为前面预处理了“每个合数的最小质因

数”，现在可以在 O(logn)时间内找到
g
ba 

的所有质因数。有了质因数，再去找

它的所有因子，就很容易了。

再看 f(x)怎么求。其实办法很简单，在刚才推算
g
ba 

的因子的时候，首先

把
g
ba 

个数全部分配给 1，然后每次由数字 x 得到 xp 的时候，就把 f(x)的

1/p“分”给 f(xp)。这样，在找到所有因子的同时，也就找到了 f(x)的值。这样，

代入前面公式计算，就很简单了。

这个题把它转化成 Pólya 计数模型并不困难，而难点在于转化后对算式的计

算。置换的个数偏多而导致不能对每个置换都算其循环数，是 Pólya 计数的主要

障碍，下面再看一个例题，在建立了 Pólya 计数模型之后，它的优化时间方法十

分巧妙。

 [例四]SGU282 Isomorphism1

染色图是无向完全图，且每条边可被染成 M 种颜色中的一种。两个染色图

是同构的，当且仅当可以改变一个图的顶点的编号，使得两个染色图完全相同。

问 N 个顶点，M 种颜色，本质不同（两两互不同构）的染色图个数（模质数

P）。

（1<=N<=53，1<=M<=1000，N<P<=109，时间限制 10s)

1 上海江苏 06年省队选拔
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[分析]

这样的问题，符合 Pólya 的适用范围。

放在这个问题中，置换群中的对象就是 2
nC 条边，k 种颜色就是 M，G 就是

由点的置换引起的边的置换的群。

同时我们知道，用 Pólya 定理直接计算可以在 O(ps)的时间解决问题，其中

s=|G|

但是对这个问题，|G|的数量达到 N!，当 N=53 时，这个数量相当惊人的，

因此我们需要对问题进行更深入的分析。

考虑一个对点的置换 f=iP[i]

那么，它对应的对边的置换就是 f’=(i,j)(P[i],P[j])

我们考虑这两个不同类型的置换各自的循环节个数 c(f)与 c(f’)的关系

我们可以得到如下结论：

假设点 i 与点 j 同属于一个长度为 L 的循环中，那么这样的边(i,j)组成的置

换中循环节个数为 





2
L

假设点 i 与点 j各属于长 L1 和 L2 的两个不同循环中，那么这样的边(i,j)组

成的置换中循环节个数为（L1,L2），即 L1 与 L2 的最大公约数。

我们不妨设 L1≥L2≥…≥Lm>0，且由 L1+L2+…+Lm=N

所以 L1,L2,…,Lm恰组成 N 的一种划分，由先前分析，每种划分对应的置换

的循环节个数相同，为一个关于 L1,L2,…,Lm的函数。

由于 N≤53，所以 N 的划分方案总数并不大，我们可以用回朔法枚举 N 的

所有划分，然后对每一种划分，求出该划分对应的置换个数和每个置换的循环

节个数。

循环节个数上面已经讨论过了，那么置换个数是多少呢？
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假设已确定了 L1≥L2≥…≥Lm>0，接下来就是将 1…N 这 N 个点分别放入这

m 个循环节中，满足第 i 个循环中恰含有 Li 个点，这一部分可以看作一个简单

的组 合问 题，易知 共 有种不同方式。

又对于每一个循环，确定了第一个点，那么剩下各点的排列方式不同，其

实对应的置换也是不同的，所以还要乘以(L1-1)!(L2-1)!…(Lm-1)!

又如果有 Li=Li+1=…=Lj，那么每(j-i+1)!种方案又是重复的，所以还要除以

(j-i+1)!

所以总的置换个数就是

其中 t 表示共有 t 种不同的 L值，每种值有 ki 个

这些值在枚举划分的时候都是可以计算的

因此，整个问题的答案可以根据不同类别的置换的循环数以及置换数算出。

下面讨论一下如何计算：

一部分是 MT1，其中 T1 并不大，足以用一个 longint 表示，而 MT1 mod P 可

以用倍增的思想在 log(T1)时间内计算，大家都应当很熟悉，这里不再赘述。

另一部分是 T2-1，其中 T2 很大，而且是-1次的，难道要分解质因数了吗？

不是，注意问题的一个很不起眼但又很重要条件：P 是质数，且满足 N<P，这

有什么用呢？

显然 L1,…,Lm,k1,…,kt 都≤N，当然<P，因此 L1,…,Lm,k1,…,kt均与 P 互质，

所以 T2也与 P 互质。另一方面，由于 P 是质数，由数论知识可知：

T2p-1≡1 (mod p)

T2-1≡T2p-2 (mod p)

所以可以把 T2-1转化为求 T2p-2，就于 MT1求法相同了。

这个问题遇到了与上题同样的困难：置换的个数偏多而导致不能对每个置
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换都算其循环数，而解决的方法，就是找出置换群中相似的置换，而不重复计

算，这个去除冗余运算的方法在 Pólya 计数问题中经常用到。利用了这个思想后，

对于每类相似置换个数的计算，也需要扎实的数学功底。

总结

本文从一道信息学竞赛中出现的例题谈起，介绍了 Pólya 计数法及其包含的

数学思想以及它在信息学竞赛中的应用。Pólya 计数法不仅仅能解决许多计数问

题，它的证明过程也是相当有意思的。灵活使用 Pólya 计数法，不仅仅需要熟练

掌握此类问题的性质，还要有扎实的数学功底和分析问题能力。再次说明：数

学方法是解决问题的工具，而分析问题能力是算法的源泉。
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