
猜想及其应用

【摘要】

猜想是重要的解题策略，对培养人的综合思维能力大有好处。

本文第一部分介绍了猜想的基本要求和实现步骤，提出了两种重

要的得到猜想的方法：类比和归纳。

第二、三部分分别介绍了类比、归纳的基本性质、定义，以及解题

的一般步骤。每一部分都通过若干道题目实际说明猜想在信息学竞赛

中的应用。

最后总结全文，对猜想的方法、定义、分类、重要性等做了全面阐

述。

【关键字】猜想 类比 归纳

【正文】

一、 引言
猜想，是解决问题最基本、最重要的方法，是完成从已知世界到未知世界探

索的有力工具。在信息学竞赛中，随着试题的隐蔽性越来越高，“猜想”这一研究
手段也扮演着越来越重要的角色。

猜想不是胡猜乱想，必须综合分析条件作出“言之成理”的推测，然后在猜测



的引导下进行“持之有据”的论证。因此猜想绝不仅仅是运气或者投机，正如一个
小学生很难提出费马大猜想（现在已经证明了），不经过深入的观察、分析我们
也不可能提出任何有价值的猜想。
进行猜想的基本步骤是：

由此可见，猜想是在深入分析问题的基础上，不懈探索、反复修正的过程。
决不可能一蹴而就。

“提出猜想”是整个过程的核心。得到猜想的方法主要有类比和归纳。

二、 类比猜想
所谓类比，就是由两个对象的某些相同或相似的性质，推断它们在其他性

质上也有可能相同或相似的一种推理形式。
形式性的表示为：
事物 A具有性质 a, b, c, d，事物 B具有与之相应的类似性质 a’, b’, c’，从而

猜想 B也有与 d对应的类似性质 d’。
类比是一种主观的不充分的似真推理，因此，要确认由类比而得的猜想的

正确性，还须经过严格的逻辑论证。

§2.1 与熟悉的问题类比

若问题 A（熟悉）已经解决，问题 B（陌生）在形式、结构或性质方面与 A
类似，那么可以猜想：解决 B的方法类似于解决 A的方法。形象的表示为：

与熟悉的问题进行类比的基本步骤是：
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1、分析。分析问题的特征，抽象出模型。
2、联想。与熟悉的，拥有类似特征、模型的问题类比。
3、比较。确定类比对象后将两者比较，分析异同。
4、猜想。根据已知问题猜想新问题的解决方法。

【引例】巨人与鬼
问题描述

平面上有 n个巨人和 n个鬼（1<=n<=50）。每个巨人都有新式激光武器，
可以对鬼进行直线攻击。然而这种武器有一种很大的弱点：两个不同武器发出的
激光不能交叉，否则就有爆炸的危险。
已知任意三个个体（包括巨人和鬼）都不在一条直线上，每个巨人负责攻

击一个鬼。当然激光不能交叉。
现在的问题是：请你求出任意一种攻击的方案。（即确定哪个巨人攻击哪个

鬼）

输入
 输入文件的第一行只有一个整数 n。
 接下来 n行每行两个整数 x, y，表示巨人的坐标。
 接下来 n行每行两个整数 x, y，表示鬼的坐标。
输出
 输出文件有 n行，每 i行包含一个整数 p，表示第 i个巨人攻击第 p个鬼。

分析
试题中是实际上是要确定巨人与鬼之间的一一对应关系——这使我们很自

然的联想到了匹配。
将巨人、鬼都抽象成为顶点。巨人组成的点集记为X，鬼组成的点集记为 Y。

在所有的 x∈X、y∈Y之间连一条边，接下来用匈牙利算法求二分图的完备匹配—
—
然而题目还有一个特别的条件：任意两条匹配边不能相交。所以简单的匹配

还不行。我们不妨令两条边相交，研究其特性：

如果 A 攻击 D，C 攻击 B（如上图左所示），则匹配边会相交。一种自然的
想法是将其变换到右图所示的形式。观察图形特点，发现：

OA + OB > AB，OC + OD > CD
AD + BC > AB + CD

新的匹配方案与老的匹配方案相比，“匹配边的长度总和”减小了。故而，每
一个包含相交边的完备匹配都能够转换成为“匹配边长度总和”更小的一个完备
匹配——换句话说，“匹配边长度总和”最小的完备匹配一定不包含相交边！
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将原来的二分图完备匹配模型转换成二分图最佳匹配模型：每条边的权值
设为它两端顶点的欧几里德距离。
问题解决了。

小结
本题二分图中的顶点具有特殊性：每个顶点都对应于平面上的一点。因此，

顶点与顶点之间不仅有逻辑关系，还有几何直观关系。正是由于充分利用了“几
何直观”这一隐蔽关系才使得算法模型豁然开朗。

【例 1】青蛙的烦恼
问题描述

池塘里有 n 片荷叶（1<=n<=1000），它们正好形成一个凸多边形。我们按
照顺时针方向将这 n 片荷叶顺次编号为 1, 2, …, n。
有一只小青蛙站在一号荷叶上，它想跳过每片荷叶一次且仅一次（它可以

从所站的荷叶跳到另外任意一片荷叶上）。同时，它又希望跳过的总距离最短。
请你编程，帮助小青蛙设计一条路线。

输入
 输入文件第一行有一个整数 n。
 接下来 n行每行两个整数 x, y，表示第 i 片荷叶的坐标。

输出
 输出文件只有一个整数，即最短总距离。

分析
这是一道难题。
首先将每片荷叶抽象成一个顶点，在任意两个顶点 x, y之间连一条边，边

的权值设为顶点 x与 y的欧几里德距离。
容易看出，题目的本质是求一条从 1出发的 Hamilton 链——这是一道经典

NP难题。由于 n可以多达 1000，所以首先排除搜索法。
我们首先很自然的猜想：
猜想 1 从 1 开始，按照顺时针顺序依次遍历每一个点，得到的路线是最短

的。

然而一个简单的实例将之推翻了。

这里的 ABCD是平行四边形。按照猜想 1，最佳路线应该是 ABCD；然而实
际上的最短路线应该是 ABDC！因此简单的依次遍历凸包上的点还不行。
于是我们仔细揣摩题目的特性。分析发现，构造的图：
1、是一个完全图。
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2、边的权值等于它两端顶点的欧几里德距离。
3、图中的每个顶点对应于平面上的一点。
这些性质使人不由自主的联想到【引例】。（这是表面上的类似）
由于图中的每个顶点对应于平面上的一点，所以顶点之间不仅存在着由“边”

连接的逻辑关系，还存在着特殊的“几何直观”关系。利用好这个隐含的条件是解
题的关键——这正与【引例】的基本特性不谋而合！（这是本质上的类似）
解决【引例】时利用这个特性可以将“匹配边总长度”不断的缩短；而本题所

求的问题也是一个最短路问题。
根据这两点相似之处，我们猜测：
猜想 2 最短 Hamilton 链中不存在相交的边。
证明 设从 1出发，首先到达顶点 A(2 < A < n)。由于所有点在一个凸包上 、

2<A<n，所以除 1、i以外的顶点必然被分作两个部分，分别位于线段<1, A>的
两侧。不失一般性，设从 i出发经过若干步到左侧的顶点 B，再到右侧的顶点
C，如下图所示：

我们可以做这样的变换：

变换后，从 1到 D的距离显然比变换前的距离要短；故变换前的方案必然
不是最优方案。所以从 1出发，第一步只能到 2或者 n。
同理，如果第一步到了 2，则第二步只能到 n或者 3；如果第一步到了 n，

则第二步只能到 n-1或者 2……因此最后的最优方案中肯定不存在相交边。
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猜想 2是成立的!
接下来的任务就好办了。根据证明容易知道，从 1出发，第一步只能到 2或

者 n。如果第一步到 2，则问题转化为“以 2为起点，遍历{2..n}中的顶点一次且
仅一次”；如果第一步是到 n，则问题转化为“以 n为起点，遍历{2..n}中的顶点
一次且仅一次”。

转化后的子问题与原问题结构相同，只是规模缩小，故可采用动态规划。
设 f[s, L, 0]表示从 s出发，遍历{s..s+L-1}中的顶点一次且仅一次的最短距

离；f[s, L, 1]表示从 s+L-1出发，遍历{s..s+L-1}中的顶点一次且仅一次的最短
距离。则：

f[s, L, 0] = min{dis(s,s+1) + f(s + 1, L-1, 0),
                 dis(s,s+L-1) + f(s + 1, L-1, 1)}
f[s, L, 1] = min{dis(s+L-1, s+L-2) + f(s, L–1, 1)
                 dis(s+L-1, s) + f(s, L-1, 0)}
f[s, 1, 0] = 0, f[s, 1, 1] = 0
其中 dis(a, b)表示第 i个顶点和第 j个顶点之间的欧几里德距离。
算法的时间复杂度是O(n2)。

题目小结
【例 1】是一道比较难的题目。解题的突破口在于与【引例】的类比——几何直

观上的类似，触发了一个大胆的猜想，分析了最优路线的特性，为动态规划创
造了条件。甚至猜想的证明方法，都和【引例】分析的一些思想密切相关。这与两
个问题本质、特点的类似不无关系。

本节小结
与熟悉的问题类比的前提是对事物深入、透彻的分析。只有分析出事物的本

质特性，才有可能将那些为纷繁复杂的具体要素所掩盖的相似模型联系起来，
才有可能根据模型的具体情况提出合情合理的猜想。
同时观察、联想是实现类比的基础。通过观察，得到问题的本质模型；通过

联想，将模型同熟悉的、类似的问题联系起来，提出猜想。

§2.2 与特殊的问题类比

特殊化类比是又一类常用的类比方式。它将问题中的某些条件特殊化、极端
化、边界化，通过对极端情况下的问题的分析，试图找出解题的规律；然后将其
与原问题类比，提出猜想。可以形象的表示为：

问题 A

特殊化

问题 B 算法 B

猜想

算法 A



特殊类比的一般步骤：
1、观察。观察题目条件的特征。
2、特殊化。将一些条件的位置、数量、状态等特殊化。
3、分析特殊问题。
4、类比。将特殊问题与原问题作比较。
5、猜想。根据特殊化问题与原问题的联系和不同，以特殊问题的解决方案
为蓝本，猜想原问题的解法。

【例 2】圆圈点问题
问题描述

平面上有 n个点（3<n<=10000，n是奇数），任意三点不共线、任意四点
不共圆。现在请你编程：从中找出三点确定一个圆，使得(n–3)/2个点在圆外、
(n-3)/2个点在圆内。

输入
 输入文件第一行是一个整数 n。
 接下来 n行，每行两个整数 x, y，表示第 i个顶点的坐标。

输出
 输出文件仅一行，包括三个整数，分别表示选择的三个点的编号。

分析
看完题目，条件反射的想到枚举：枚举 3个点确定一个圆，然后一一判断

其他点与圆的位置关系，直到找到一个满足题目要求的解为止。
然而这种算法的致命伤就是时间复杂度太高——n <= 10000！我们不得不

另谋它法。
由于 n个点关系凌乱、位置分散，很不利于我们思考——于是我们考虑将 n

个点的位置关系特殊化：令 n个点组成一个凸包。同时令 n=5（最小值）。
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如上图所示，A、B、C、D、E 五点组成一个凸包。选择 ACD三点确定一个圆
则 B在圆外、E在圆内。
为什么选择 ACD三点确定一圆，可以使得 B、E分处圆的内、外呢？这是因

为 五 个 点 组 成 一 个 凸 包 ， 所 以 A 、 B 、 E 都 在 CD 同 侧 ， 故 而
∠CAD、∠CBD、∠CED是CD同侧的张角；且∠CBD< CAD< CED∠ ∠ 、∠CAD
是圆上一点，则 B在圆外、E在圆内。
从这个特殊情况中，我们可以概括出如下要素：
1、 A、B、E在CD的同侧。
2、 CBD< CAD< CED∠ ∠ ∠ 。
根据要素 1 CAD∠ 、∠CBD、∠CED是CD同侧的张角，因此这三个角可以

用作判定 A、B、E与圆的位置关系的条件；要素 2使得 B、E分处圆内和圆外。
两个要素是算法正确性的根本保障，缺一不可。
接着我们将其与原问题类比，提出类似于要素 1、2的猜想：
如果原问题中A、B、C三点满足：
1、 AB 使得除 A、B 外的其他点都在AB的同侧。
2、 将所有的∠AXB 排序（X <> A, B），∠ACB 排在第(n-3)/2+1 位。
则 A、B、C必然是满足要求的三点。

证明 由于满足条件 1，所有的∠AXB都是 AB同侧的张角。因此：如果
∠AXB > ACB∠ ，则 X在圆 ABC 内；如果∠AXB < ACB∠ ，则 X在圆 ABC 外。

ACB∠ 排在第(n-3)/2+1 位，所以有(n-3)/2个角比它大、(n-3)/2个角比它小。
因此有(n-3)/2个点在圆外；(n-3)/2个点在圆内。
所以 A、B、C是满足要求的三点。

故而我们可以先求 n个点的凸包，任选相邻的两点 A、B，则其余的点必在
AB同侧。然后将其余点按照与 AB的张角排序，取排在第(n-3)/2+1的那一个点
C。则 A、B、C 即为所求。

题目小结
此题的实质性突破在于对问题进行了特殊化。特殊化后的问题，点与点之间

的关系简洁、明了，我们稍作分析就轻松解决了此问题。
之后我们分析了特殊情况中的一些解题要素，得出了一个较普遍的结论，

并据此猜想原问题的算法。

本节小结
与特殊的问题类比是得到猜想的重要方法之一。由于特殊化后的问题仍然保

留了原问题的大部分特征、性质，所以根据其研究成果进行猜想相对其他类比要
容易些。
运用特殊化类比法要特别注意比较特殊化后的问题与原问题的不同——绝

不能机械的推广特殊算法。
特殊类比的前提是积累。到底将什么条件特殊化？特殊成一个什么样子？这

都要靠平时训练时多留心、多积累，丰富解题的经验。没有扎实的积累，“特殊类
比”只能是一座空中楼阁。



§2.4 类比小结

类比是得到猜想的重要方法。与特殊的问题类比、与熟悉的问题类比则是类
比的基本方式。

前者是将陌生的问题与熟悉的类似问题相类比，猜测陌生问题的解决方法。
即陌生熟悉。
后者是将复杂的问题简单化、特殊化，通过对简单问题的分析，得出一般的

解题规律，并将之与原问题类比，达到解决问题的目的。即一般特殊，复杂

简单。
这两种方法的本质都是“化归”——从已知世界到未知世界的转化。这种转化

的实现，必须建立在积累、观察、分析、联想的基础上，而绝不仅仅是运气。

三、 归纳猜想

§3.1 归纳猜想的理论基础

所谓归纳，是指通过对特例的分析来引出普遍结论的一种推理形式。它由推
理的前提和结论两部分构成：前提是若干已知的个别事实，是个别或特殊的判
断、陈述，结论是从前提中通过推理而获得的猜想，是普遍性的陈述、判断。其
思维模式是：设 Mi（i＝1，2，…，n）是要研究对象M的特例或子集，若Mi（i
＝1，2，…，n）具有性质 P，则由此猜想M也可能具有性质 P。

如果
n

i
iM

1

＝M，这时的归纳法称为完全归纳法。由于它穷尽了被研究对象

的一切特例，因而结论是正确可靠的。完全归纳法可以作为论证的方法，它又称
为枚举归纳法。

　 如果
n

i
iM

1

是M的真子集，这时的归纳法称为不完全归纳法。由于不完全归

纳法没有穷尽全部被研究的对象，得出的结论只能算猜想，结论的正确与否有
待进一步证明或举反例。

在信息学中，我们一般先使用“不完全归纳法”得出普遍结论，然后用“完全
归纳法”证明之（一般采用数学归纳法）。

归纳猜想的一般步骤：

1、 列举。将一些特殊的、简单的、小规模的数据列举出来。（这一步可以
用手推，或者编写简单的搜索小程序）

2、 观察。观察列举数据的规律。



3、 猜想。根据部分数据猜想一般结论。

4、 证明。证明猜想的正确性。（一般采用数学归纳法）

§3.2 归纳猜想在信息学中的应用

【例 3】青蛙过河
问题描述
大小各不相同的一队青蛙站在河左岸的石礅（记为 A）上，要过到对岸的

石礅（记为D）上去。河心有几片荷叶（分别记为 Y1…Yn）和各石礅（分别记
为 S1…Sn）。

青蛙的站队和移动方法规则如下：
1、 每只青蛙只能站在荷叶、石礅，或者仅比它大一号的青蛙背上（统称

为合法的落脚点）。
2、 一只青蛙只有背上没有其他青蛙的时候才能够从一个落脚点到零一

个落脚点。
3、 青蛙允许从左岸 A 直接跳到河心的石礅、荷叶和右岸的石礅 D上，

允许从河心的石礅和荷叶跳到右岸的石礅D上。
4、 青蛙在河心的石礅之间、荷叶之间以及石礅和荷叶之间可以来回跳动
5、 青蛙在离开左岸石礅后，不能再返回左岸；到达右案后，不能再跳

回；
6、 假定石礅承重能力很大，允许无论多少只青蛙直接站在上面，而其

他的青蛙只能依规则 1落在比它大一号的青蛙的背上。
7、 荷叶不仅面积不大，而且负重能力也有限，至多只能有一只青蛙站

在上面。
8、 每一步只能移动一只青蛙，而且移动后需要满足站队规则。
9、 在一开始的时候，青蛙均站在 A上，最大的一只青蛙直接站在石礅

上，而其他的青蛙依规则 6 站在比其他大一号的青蛙的背上。
青蛙希望最终能够全部移动到D上，并完成站队。
设河心有m 片荷叶和 n个石礅，请求出这队青蛙至多有多少只，再满足站

队和移动规则的前提下，能从 A过到D。

输入
 文件仅有两行，每一行仅包含一个整数。
 第一行的数字为河心的石礅数 n（0<=n<=25）。
 第二行的数字为荷叶数m（0<=m<=25）。

输出
 文件仅包含一个整数。即至多有多少只青蛙能过河。

分析
乍看此题毫无头绪。注意到最后的结果只与 n, m这两个参数有关，所以我



们初步猜想：结果是一个关于 n, m的数学表达式。我们从简单情况入手，看看
有什么规律。

设通过 n个石礅、m 片荷叶可以使 f[n,m]只青蛙从左岸跳到右岸。那么：
当 n = 0 时，显然 f[0, m] = m + 1。
当 m = 0 时，我们可以编一个简单的程序搜索出部分结果，发现：f[1, 0] =

2, f[2, 0] = 4, f[3, 0] = 8。于是猜测：f[n, 0] = 2n。
当 m = 1 时，根据简单搜索的结果可以知道：f[1, 1] = 4, f[2, 1] = 8， f[3, 1]

= 16。于是猜测 f[n, 1] = 2n + 1。
我们总结一下（均是猜测）：
m = 0 时，f[n, 0] = 2n。
m = 1 时，f[n, 0] = 2n + 1。
n = 0 时，f[0, m] = m + 1。
通过观察，我们联想到：
m = 0 时，f[n, 0] = 2n = (0 + 1) * 2n = (m + 1) * 2n。
m = 1 时，f[n, 0] = 2n + 1 = 2 * 2n = (m + 1) * 2n。
n = 0 时，f[0, m] = m + 1 = (m + 1) * 1 = (m + 1) * 2n。
所以我们提出猜想：
猜想 f[n, m] = (m + 1) * 2n。
下面设法证明。
当 n = 0 时。
先令 m 只青蛙跳到荷叶上，然后令编号为m + 1的青蛙跳到 D，最后让荷

叶上的m 只青蛙按照编号由大到小的次序依次跳到 D 即可。总共可以容许m +
1 = (m + 1) * 2n 只青蛙过河。即 f[0, m] = m + 1。

当 n <> 0 时。
显然必须先令编号小于 f[n, m]的青蛙跳到荷叶、石礅上暂留；然后令编号为

f[n, m]的青蛙跳到D；最后再让荷叶、石礅上的 f[n,m]- 1 只青蛙跳到D上。所以
要使得过河的青蛙最多，必须让尽量多的青蛙跳到荷叶、石礅上去。

首先考虑使编号为 n的石礅上站尽量多的青蛙。可以利用其他的 n-1个石礅
和m 片荷叶，所以首先能有 f[n-1,m]只青蛙跳到编号为 n的石礅上。
同理最多可令 f[n-2,m]只青蛙跳到编号为 n-1的石礅上，……，最多可令 f[0,

m]只青蛙跳到编号为 1的石礅上。
故而 f[n,m]=f[n-1,m]+f[n-2,m]+…+f[0,m]+m+1。
可以看到，这里的参数m不起作用。令 g[n] = f[n, m]，则：
g[i] = g[0] + g[1] + … + g[i-1] + m + 1
g[0] = m + 1
求：g[n]
稍加分析可知：f[n, m] = g[n] = (m + 1) * 2n。
猜想正确。

本题小结
这是 NOI2000第二试第二题，有一定难度，不用归纳猜想很难做出来；即

便做出来，也要花费相当惊人的时间。
需要注意的是：归纳而得的猜想不一定正确，必需严格的证明。证明的方法

大多是数学归纳法。这是由归纳猜想本身的特性决定的。



【例 4】排列问题
问题描述
在整数 1，2，……，N的排列中，有些排列满足下面一个性质 A：该排列中

除了最后一个整数以外的每一个整数后面都跟有（不必直接紧跟）一个同它相
差为 1的整数。例如：N = 4，排列 1432是具有性质 A的，而 2431 则不满足。

设有一个N个数的排列，已知其中 P(P <= N)个位置上的数，求共有多少个
这样的排列——在 P个位置上具有已知的数，且具有上述性质 A。例如：N =
4，且已知第 1 位、第 2 位分别是 1和 4，则 1432，1423就是这样的两个排列。

输入
文件第一行为N（N <= 50）。
第二行为N个数，未知数用 0表示。

输出
输出满足上述条件的排列总数。

示例：
输入示例
4
1 4 0 0

输出示例
2

分析
题目具有相当强的隐蔽性，序列需要满足的条件比较复杂，使人无从下手。

我们试探性的写出一些序列，观察其规律：
当 n = 5 时，有 16 组满足要求的序列：
1 2 3 4 5 1 2 3 5 4
1 2 5 3 4 1 2 5 4 3
1 5 2 3 4 1 5 2 4 3
1 5 4 2 3 1 5 4 3 2
5 1 2 3 4 5 1 2 4 3
5 1 4 2 3 5 1 4 3 2
5 4 1 2 3 5 4 1 3 2
5 4 3 1 2 5 4 3 2 1
仔细观察发现（观察发现是一个蕴含了无数的奥妙、技巧和乐趣，但却不是

能用文字能表达的过程）：任何一个排列的后 k 位（1<=k<=n）是若干连续整
数组成的集合。例如：51234。后一位是{4}；后两位是{3,4}；后三位是{2,3,4}；
后四位是{1,2,3,4}；后五位是{1,2,3,4,5}。其余排列也满足此规律。
于是我们可以大胆的提出猜想：
猜想 1 任何一个排列的后 k 位（1<=k<=n）是若干连续整数组成的集合。
证明 约定序列的第 i 位用 v[i]表示。设序列后 x 位（x>=1）是若干连续整数，



这些整数构成集合{s..t}。那么倒数第 x+1 位上的数 v[n-x+1]必然等于 p-1或者
p+1（p {s..t∈ }）。显然 v[n-x+1] {s..t∪ }={s-1..t}或者{s..t+1}，还是若干连续整数。

根据“证明”，我们进一步猜想：
猜想 2 如果一个排列的后 k 位（1<=k<=n）是若干连续整数组成的集合，

则这个排列符合题目要求。
证明 约定该序列的第 i 位用 v[i]表示。设{v[n], v[n-1], …, v[n-k+1]}={s..t}。因

为{v[n-1],…,v[n-k+1]}也是若干连续整数的集合，所以 v[n] = s或 t。
如果 v[n] = s，那么必有：s+1 { v[n-1],∈ …,v[n-k+1]}
如果 v[n] = t，那么必有：t-1 { v[n-1],∈ …,v[n-k+1]}
即这是一个满足要求的序列。

因此问题转化为：求后 k 位（1<=k<=n）是若干连续整数组成的集合的排
列总数（由 1，2，……，N 组成）。

接下来的工作就好办了。根据两个猜想，我们很容易想到动态规划。设 g[s,
r]表示满足下面条件的序列C的总数：

C由集合[s..s+r-1]中的数组成，且后 k 位（1<=k<=r）是若干连续整数组成
的集合。如果原问题中倒数第 i个位置上的数已经确定为 x（1<=i<=r），那么 C
的倒数第 i个位置上的数也要是 x。

则：
           g[s+1,r-1]           如果倒数第 r 位确定为 s

           g[s,r-1]             如果倒数第 r 位确定为 s+r-1
g[s, r] =  
           g[s,r-1]+g[s+1,r-1]  如果倒数第 r 位不确定

0 其他情况
g[s, 1] = 1
求：g[1, n]
算法时间复杂度为O(n2)。

本题小结
此题是湖南省队集训试题，具有相当难度的题目。主要是因为给定的条件比

较复杂，很不便于转化利用。因此在考场上，诱使大多数选手使用搜索。（当时
只有两名选手使用了速度较快的动态规划）
本题的突破口在于两个“惊世骇俗”的猜想的提出。通过这两个猜想，将很难

直接利用的条件转化到我们便于使用的熟悉形势，为后面使用动态规划，打开
了通路。
然而从“列出简单数据”“提出猜想”还是有一段相当的距离。没有丰富的经

验积累、解题灵感、观察能力、概括能力、联想能力是很难发现什么有价值的结论
的。



§3.3 归纳小结

本节介绍了归纳法的基本分类、方法，以及在信息学中的应用实例。
归纳是除类比以外，得到猜想的一个重要方法。它的基本思想是从特殊一

般，从简单复杂，从小规模大规模。也是一种“化归”的思想。
另外值得注意的是，归纳不一定是直接归纳猜想出问题的结果。可能像【例

4】那样，根据归纳而得的猜想不一定与最后的结果直接挂钩；但猜想的结论却
对解题思路、解题方向的发展有重大帮助。
进行归纳猜想时要注意发散思维，充分想象——往任何可能的方向去想、去

靠。不要让转瞬即逝的灵感溜走。

四、 总结
其实我们解题时都在不知不觉的猜想——猜想问题的性质；猜想模型的形

式；猜想算法的内容……猜想是从已知向未知探索的重要途径。
猜想≠偶然+运气。猜想是建立在观察、分析、联想、归纳基础上的一种主观不

充分似真推理；是观察能力、概括能力、联想能力、创新能力的综合体现。猜想的
水平，最能反映一个人思维品质的高低。

根据得到猜想方式的不同，又可以分为：类比猜想和归纳猜想。上文已经详
细介绍。
但无论那种方法都离不开观察、分析和实践。可以说：观察是猜想的血液—

—贯穿于整个猜想过程之中；分析是猜想的灵魂——提出猜想的前提和基础；
实践是猜想的骨架——支撑猜想的基石，脱离了实际，猜想毫无意义。
随着信息学竞赛试题向隐蔽化、多维化、抽象化的方向发展，试题难度越来

越大，对选手创新能力的要求也越来越高。猜想这一重要的解题策略，在其中扮
演的角色也必将越来越重要。

【参考文献】

1. 欧阳维城，《初等数学解题方法研究》，湖南教育出版社
2. 2000年湖南集训试题
3. NOI2000试题
4. 中国基础教育网（www.cbe21.com）的有关资料
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集训队文稿—猜想及其应用

内容简介
 前言
 类比猜想
    与熟悉的问题类比
          巨人与鬼青蛙的烦恼
    与特殊的问题类比
          圆圈点（略）
 归纳猜想
     青蛙过河（略）
     排列问题
 结语

./%23-1,-1,NEXT


  

集训队文稿—猜想及其应用

猜想是一种主观不充分似真推理。它建立在观察、分析、联想、归纳的基础上

前言

提出猜想 以小规模数据
验证猜想 证明结论

Y

N

修改猜想 解决问题

由此可见，猜想是在深入分析问题的基础上，不懈探索、反
复修正的过程。决不可能一蹴而就。提出猜想是整个过程的
核心和重点。

类比猜想、归纳猜想



  

集训队文稿—猜想及其应用

类比猜想

事物 A 事物 B

性质 a性质 a

性质 b

性质 c

性质 a’

性质 b’

性质 c’

性质 d 性质 d’

类比、猜想
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引例：巨人与鬼（ 1 ）

问题描述

平面上有 n 个巨人和 n 个鬼（ 1<=n<=50 ）。每个巨人都
有新式激光武器，可以对鬼进行直线攻击。然而这种武器有一
种很大的弱点：两个不同武器发出的激光不能交叉，否则就有
爆炸的危险。

已知任意三个个体（包括巨人和鬼）都不在一条直线上，每个
巨人负责攻击一个鬼。当然激光不能交叉。

现在的问题是：请你求出任意一种攻击的方案。（即确定哪个
巨人攻击哪个鬼）



  

集训队文稿—猜想及其应用

引例：巨人与鬼（ 2 ）

试题中是实际上是要确定巨人与鬼之间的一一对应关系——

这使我们很自然的联想到了匹配。



  

集训队文稿—猜想及其应用

引例：巨人与鬼（ 3 ）
构图：

将巨人、鬼都抽象成为顶点。巨人组成的点集记为 X ，鬼组成的点集

记为 Y 。在所有的 x X∈ 、 y Y∈ 之间连一条边。

任务：

1 、找到一个完备匹配。

2 、匹配边不相交。

假设有相交边：

O

A

B

C

D

方案 1

A

B

C

D

方案 2

OA+OB>AB ， OC+OD>CD

AD+CB > AB + CD

方案 1 的“匹配边长度总和”

>

方案 2 的“匹配边长度总和”



  

集训队文稿—猜想及其应用

引例：巨人与鬼（ 4 ）

　  方案 2 与方案１，“匹配边的长度总和”减小了。故而：

　　每一个“包含相交边的完备匹配”都能够转换成为“匹配边长度总和”更小

的一个完备匹配——换句话说，“匹配边长度总和”最小的完备匹配一定不包

含相交边！ 

　　而我们要求的，正是一个不包含相交边的完备匹配！

　　建立二分图最佳匹配模型：每条边的权值设为它两端顶点的欧几里

德距离。用匈牙利算法求最佳匹配模型。

　问题解决了。 

./%23-1,-1,PREV


  

集训队文稿—猜想及其应用

引例小结

　　本题二分图中的顶点具有特殊性：每个顶点都对应于
平面上的一点。因此，顶点与顶点之间不仅有逻辑关系，
还有几何直观关系。正是由于充分利用了“几何直观”这一
隐蔽关系才使得算法模型豁然开朗。
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例１：青蛙的烦恼 (1)
问题描述

池塘里有 n片荷叶（ 1<=n<=1000 ），它们正好形成一个凸多
边形。我们按照顺时针方向将这 n片荷叶顺次编号为 1, 2, …, n
。

有一只小青蛙站在一号荷叶上，它想跳过每片荷叶一次且仅一次
（它可以从所站的荷叶跳到另外任意一片荷叶上）。同时，它又希
望跳过的总距离最短。

请你编程，帮助小青蛙设计一条路线

构图：

首先将每片荷叶抽象成一个顶点，在任意两个顶点 x, y 之间连

一条边，边的权值设为顶点 x 与 y 的欧几里德距离。

模型：

以 1 为起点的最短 Hamilton链。



  

集训队文稿—猜想及其应用

例１：青蛙的烦恼 (2)
经过观察分析，发现构造的图：

是一个完全图。

边的权值等于它两端顶点的欧几里德距离。

图中的每个顶点对应于平面上的一点。

这些性质和【引例】是多么相似啊！（这是表面上的类似）

　　由于图中的每个顶点对应于平面上的一点，所以顶点之间不仅存
在着由“边”连接的逻辑关系，还存在着特殊的“几何直观”关系。利用好
这个隐含的条件是解题的关键——这正与【引例】的基本特性不谋而
合！（这是本质上的类似）

　　解决【引例】时利用这个特性可以将“匹配边总长度”不断的缩短；
而本题所求的问题也是一个最短路问题。



  

集训队文稿—猜想及其应用

例１：青蛙的烦恼 (3)
根据两题诸多相似之处，我们猜测：

　　证明 设从 1 出发，首先到达顶点 A(2 < A < n) 。由于所有点在
一个凸包上、 2<A<n ，所以除 1 、 i 以外的顶点必然被分作两个部分
，分别位于线段 <1, A> 的两侧。不失一般性，设从 i 出发经过若干步
到左侧的顶点 B ，再到右侧的顶点 C ，如下图所示：

C

1

A

B

实线表示一步到达
；虚线表示多步到
达

猜想 B   最短Hamilton链中不存在相交的边。 



  

集训队文稿—猜想及其应用

例１：青蛙的烦恼 (4)
我们可以做这样的变换：

1

A

B

实线表示一步到
达；虚线表示多
步到达

1

A

B

实线表示一步到
达；虚线表示多
步到达

C C

变换后的链的长度，显然比变换前的要短。所以变换前的

方案必然不是最优解。因此最优 Hamilton链肯定不存在
相

交边。



  

集训队文稿—猜想及其应用

例１：青蛙的烦恼 (5)

…… ……

1
2n

以 n 为起点，遍历 {2..n} 集
合

中的顶点一次且仅一次

以 2 为起点，遍历 {2..n} 集
合

中的顶点一次且仅一次
…… ……

1
2n

…… ……

1
2n

从 1 出发，遍历 {1..n} 中
的

顶点一次且仅一次，第一步

必然是到 2 、或者 n



  

集训队文稿—猜想及其应用

例１：青蛙的烦恼 (6)
设 f[s, L, 0] 表示从 s出发，遍历 {s..s+L-1}中的顶点一次且仅一次的最短
距离； f[s, L, 1] 表示从 s+L-1出发，遍历 {s..s+L-1}中的顶点一次且仅一
次的最短距离。则：

f[s, L, 0] = min{dis(s,s+1) + f(s + 1, L-1, 0),

                 dis(s,s+L-1) + f(s + 1, L-1, 1)}

f[s, L, 1] = min{dis(s+L-1, s+L-2) + f(s, L–1, 1)

                 dis(s+L-1, s) + f(s, L-1, 0)}

f[s, 1, 0] = 0, f[s, 1, 1] = 0

求： f[1, n, 0]
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“ 与熟悉的问题类比”小结

    深入、透彻的分析模型。

观察、联想。

问题 A

算法 A

解决

问题 B
类似

算法 B

解决
猜想

与熟悉的问题进行类比的基本步骤是：

 分析：分析问题的特征抽象出模型。

 联想：与熟悉的，拥有类似特征、模型的问题类比。

 比较：确定类比对象后将两者比较，分析异同。

 猜想：根据已知问题猜想新问题的解决方法。
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归纳猜想（ 1）
归纳，是指通过对特例的分析来引出普遍结论的一种推理形式 

前提 归纳 结论

若干已知的个别
、

特殊事实 

普遍性的陈述、判

断，猜想 

观察、分析、联想、概括的过程

主观的、不充分、似真推理

必须经过严格的逻

辑论证
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归纳猜想（ 2）

归纳猜想的一般步骤：

列举。将一些特殊的、简单的、小规模的数据列举出来。（这一
步可以用手推，或者编写简单的搜索小程序）

观察。观察列举数据的规律。

猜想。根据部分数据猜想一般结论。

证明。证明猜想的正确性。（一般采用数学归纳法）
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例 4：排列问题（ 1）
问题描述

　　在整数 1 ， 2 ，……， N 的排列中，有些排列满足下面一个性质 A ：
该排列中除了最后一个整数以外的每一个整数后面都跟有（不必直接紧
跟）一个同它相差为 1 的整数。例如： N = 4 ，排列 1432 是具有性质 A
的，而 2431 则不满足。

　　设有一个 N 个数的排列，已知其中 P(P <= N) 个位置上的数，求共
有多少个这样的排列——在 P 个位置上具有已知的数，且具有上述性质 A 。
例如： N = 4 ，且已知第 1位、第 2位分别是 1 和 4 ，则 1432 ， 1423
就是这样的两个排列。
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例 4：排列问题（ 2）
当 n = 5 时，有 16 组满足要求的序列（搜索出的解）：

1 2 3 4 5 1 2 3 5 4

1 2 5 3 4 1 2 5 4 3

1 5 2 3 4 1 5 2 4 3

1 5 4 2 3 1 5 4 3 2

5 1 2 3 4 5 1 2 4 3

5 1 4 2 3 5 1 4 3 2

5 4 1 2 3 5 4 1 3 2

5 4 3 1 2 5 4 3 2 1

观察发现：

任何一个排列的后 k位（ 1<=k<=n ）是若干连续整数组成的集合 
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例 4：排列问题（ 3）
任何一个排列的后 k位（ 1<=k<=n ）是若干连续整数组成的集合 

5   1   2   4   3

后 5位： 51243         {1..5}

后 4位： 1243         {1..4}

后 3位： 243         {2..4}

后 2位： 43         {3..4}

后 1位： 3         {3}
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例 4：排列问题（ 4）
猜想 1 任何一个排列的后 k位（ 1<=k<=n ）是若干连续整数组成的集合

。    证明 约定序列的第 i位用 v[i]表示。设序列后 x位（ x>=1 ）是若干连续整数
，这

些整数构成集合 {s..t} 。那么倒数第 x+1位上的数 v[n-x+1]必然等于 p-1或者
p+1

（ p {s..t}∈ ）。显然 v[n-x+1] {s..t}={s-1..t}∪ 或者 {s..t+1} ，还是若干连
续

整数。 

       猜想 2 如果一个排列的后 k位（ 1<=k<=n ）是若干连续整数组成
的集合，则这个排列符合题目要求。

　　证明 约定该序列的第 i位用 v[i]表示。设 {v[n], v[n-1], …, v[n-

k+1]}={s..t} 。因为 {v[n-1],…,v[n-k+1]}也是若干连续整数的集合，所

以 v[n] = s或 t 。

　　如果 v[n] = s ，那么必有： s+1 { v[n-1],…,v[n-k+1]}∈

　　如果 v[n] = t ，那么必有： t-1 { v[n-1],…,v[n-k+1]}∈

　　即这是一个满足要求的序列。



  

集训队文稿—猜想及其应用

例 4：排列问题（ 5）
　　因此问题转化为：求后 k位（ 1<=k<=n ）是若干连续整数组成的
集合的排列总数（由 1 ， 2 ，……， N 组成）。

设 g[s, r]表示满足下面条件的序列 C 的总数：

　　 C 由集合 [s..s+r-1] 中的数组成，且后 k位（ 1<=k<=r ）是若干
连续

整数组成的集合。

　　如果原问题中倒数第 i 个位置上的数已经确定为 x （ 1<=i<=r ）
，

那么 C 的倒数第 i 个位置上的数也要是 x 。
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例 4：排列问题（ 6）
 　　　　 g[s+1,r-1]                如果倒数第 r位确定为 s

 

              g[s,r-1]                   如果倒数第 r位确定为 s+r-1

g[s, r] =  

              g[s,r-1]+g[s+1,r-1]  如果倒数第 r位不确定

              0                             其他情况

g[s, 1] = 1

求： g[1, n]
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例４小结

　　题目给定的条件比较复杂，很不便于转化利用，极容易诱使

选手走上“搜索”的“不归路”。

　　本题解决的关键在于通过对特例的观察，归纳出两个大胆的

猜想，将复杂、不利于利用的条件，变换到一个我们熟悉的形式
，

为动态规划模型的建立打开了通道。
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结语
　　其实我们解题时都在不知不觉的猜想——猜想问题的性质；猜想模型的形式；猜
想算法的内容……猜想是从已知向未知探索的重要途径。

猜想≠偶然 +运气。 

　　猜想是建立在观察、分析、联想、归纳基础上的一种主观不充分似真推理
。

　　它是观察能力、概括能力、联想能力、创新能力的综合体现。猜想的水平
，

最能反映一个人思维品质的高低。 根据得到猜想方式的不同，又可以分为：类比猜想和归纳猜想 

但无论那种方法都离不开观察、分析和实践。可以说：

观察是猜想的血液——贯穿于整个猜想过程之中；

分析是猜想的灵魂——提出猜想的前提和基础；

实践是猜想的骨架——支撑猜想的基石，脱离了实际，猜想毫无意义。 


